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Vorrede. 



Wer öfter in den Fall gekommen, ein bestimmtes Integral ver- 
mittelst der mechanischen Quadratur zu berechnen, wird mir gewiss 
darin beistimmen , dass , abgesehen von der ermüdenden Weitläufigkeit, 
die Resultate selten mit der Schärfe und Genauigkeit erhalten werden, 
die jenen Anstrengungen entsprechen , wenn man nicht eine sehr be- 
trächtliche Anzahl von Coordinaten zu Hülfe nehmen will. Als ein sol- 
ches Beispiel mag es gestattet sein , hier das Integral : 



i 



s'inx. da> 



anzuführen. Auf direktem Wege , mit einer Fehlergränze von ungefähr 
j^^—ii (also 6 richtige Decimalen) , wurde dasselbe gefunden =0,01024246, 
während die mechanische Quadratur nach Gauss mit Auswahl der 
Coordinaten bei zehn Abscissen dasselbe =0,03516290.. ergab, also 
mehr als das Dreifache des wahren Werthes. So wurde femer das Inte- 
gral I e^^.dx durch die mechanische Quadratur mit gleichweit abste- 
henden Ordinaten bei zehn Abscissen gefunden =1606,8 , durch 

die Gauss'sche, mit Auswahl der Coordinaten, =: 1542,3 bei fllnf 

Abscissen, während der genauere Werth derselben 1444,545116 

beträgt. In diesem wie in vielen andern Fällen existiren zwar für die 
gesuchten Integrale schon convergente Reihen, aber für grössere Zahlen- 
werthe von so langsamer Convergenz, dass sie die Geduld und den 
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Muth auch des unermüdlichsten Rechners überbieten. In solcher Weise 
wird z. B. bei dem Integrale: 

cos af . fite — .T — j^-^^yj/ "*■ (4m4- i ) . 4/ (6m+4).6/ 

wenn für aJ^T^Vi ^^® Einheit gesetzt wird, und für 2/i = n erst mit 
dem Gliede, wo n = — f+^|/4P^*+1 , oder in ganzen Zahlen a^ — 1, 
der neu hinzutretende Faktor , ^,,, _^^, kleiner als die Einheit , was für 
a;=5, m=i erst mit n = 2/i = 624, also mit /i+i, d.h. mit dem 
3i3ten Gliede eintritt, während das Integral selbst einen numerischen 
Werth hat, der kleiner ist als die Einheit, so dass die folgenden Glieder 
noch immer berücksichtigt werden müssen. 

Die Ermittelung bestimmter Integrale, soviel wie möglich, von die- 
sen mühseligen und oft unzureichenden Methoden unabhängig zu machen, 
oder doch wenigstens die mechanische Quadratur auf das geringste 
Maass zu beschränken , ist das Ziel , welches dem Verfasser der vor- 
liegenden Schrift vor Augen schwebte. 

Obgleich dieselbe , wie man bei einem flüchtigen Blicke bemerken 
wird, das Gepräge einer Aufgabensammlung an sich trägt, so wird der 
aufmerksamere Beurtheiler doch nicht verkennen, dass ein gewisser Plan 
die Aufeinanderfolge der einzelnen Theile bedingt und rechtfertigt. 

Die gebräuchlichen Abkürzungen sind zum Theil die üblichen , zum 
Theil findet man sie bei vorkommenden Fällen erklärt. 

Dorpat, im September 1853. 



Einleitung. 



In den folgenden Untersuchungen wird häufig von Näherunggformeln Ge- 
brauch gemacht, durch welche man seit S t i r 1 i n g Produkte äquidifferenter Faktoren 
wieo.(a-#-4) (a-#-2) (a-#-3). . .(a-#-cc) für einen beträchtlichen Werth von x 
in ganzen Zahlen «auf Potenzen zurückführt. Stirl ing und La Place, denen man 
die erste analytische Entwicklung von 4.2.3...n=:n/ verdankt, bedienen sich 
dabei der Methode der unbestimmten Coefficienten. 

Die ZurUckfUhrung des obigen Produkts auf Potenzen findet man in einem 
Aufsatze vonJacobi im Journal von Grelle Bd. XII. Seite 263 u. f. und femer 
in gedrängter KUrze und neuer Behandlung in M i n d i n g^s Integraltafeln, 
Seite 462 u. f. 

Bezeichnet man die Coefficienten der Entwicklung von -^ — n^t a,, a,, 
^i> ^4> «»•••• öf2„_|, öj«, welche bekanntlich die Bemoullischen Zahlen ent- 
halten (wobei a3=:a,= a, = ... =a2„_j=:0, a^ = — — ; a^ — ^. _- 

«4 = - 67? ' ^« = "^ 776^ ""b = " r/ • i ^^'^ 

»«. ».„ ferner r. -ü^-''- . ?.|^.-.il=|li^ .f=rL^ 



/J= (-4)« + ^ I (n- 



4 ) / r„ . 2 . d^ und ausserdem: 

' »(aj + a + fl" 



so hat man nach Min ding am angeführten Orte: 

a.(o+<) (0+2) {o+3)...(o + x) = >^^^^. ^t-t''*'. e<?-' 

Eine näherungsweise Bestimmung des Integrals im Exponenten erlangt man 
durch folgende Betrachtung : 

Wenn Tn von ^=sO bis ^ss4 sein Zeichen nicht ändert, dann ist der numerische 

r« . (n — 4 ) / Jl? ;;^ . dt 

und da alsdann die Summation von t unabhängig ist, so kann man ohne Weiters 
integriren. Nach den Untersuchungen von Jacobi in der citirten Abhandlung 
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behält r,, innerhalb der «angeführten Grenzen sein Zeichen, wofern n eine positive 

gerade Zahl ist. So z. B. bleibt T, = — ^^^^ negativ T^ = üiJilli^... 

positiv ....r^ = — .(1 — 0*. (^ — ^ — 1) negativ., von f = bis ^=4. Es sei 
daher im Folgenden n eine positive gerade'ganze Zyhl. Nun hat man ferner: 



Tn,dt^ 



Dann ist, in Beziehung auf die geforderte Summation: 



[x + ar 


i 


(2 ix + a))" 


i 



(ic + i+a)'* (rc + a + o)" 

4 4 



. . . H < (rc + a). 



< (x-k-a) 



(2 (a; + a) + 0" (3 (a? + «) -4)" 2" . (a; + af 
^ -♦-•... ■»- TTT-T^T-TT < (a?-+-a) 



(SCx + a))" (8(a: + a)+1)" (4(a; + a)-1/ 8".(a; + fl)' 



d.h. also: J — ^^ < — ^T^ h-»--v-»--7r-^4- + -- 

Bezeichnet man fürn = 2, 4, 6... die Summe der reciproken Potenzen von 2, 3, 4,.. . 

mit 5,, 5. , 5^, . . . so hat man 2 < -— j . 

Nun ist fürn = 2; <? = 0; /J<(-1). A/ J, . S— i-^.d/ 

t/0 * jr liC -r «; 

d h. also: (?-#-fl<0, weil / 7, . df = 



oder pH-R> 4,(J^„, - 180 (tia)» 



für 



" = «:^ = WT^-5ä<r(^''«<(-^)'-/^'^''«l(rb''' 



oder -♦-fi < 42 (a; ^. <,) 860 (a? + «)• ■*" 252 (a; + o)» 

Aus der Betrachtung der beiden letzten Ungleichungen geht hervor, dass: 

liefern in den meisten Fällen die Resultate mit hinreichender Genauigkeit. 
Wir setzen daher : ^ 

a.{«+<)(a+2)(a+3)..(a+ar) = i^^^^.(^)^.e^^^(^) ••••<> 

und wo eine grössere Annäherung gefordert wird : 



wobei die erste Formel die Resultate etwas zu gross, die zweite etwas zu klein 
angibt. 



3 

Beispiels halber sei a =1 , a -i-a; = 40. Man findet direkt : 
Jg 40/ = 47,91164506771278. ... und nach Nro. 1 : 

lg 40/ = 47,9116450864 dagegen nach Nro. 2: 

Ig 40/ = 47,9116450677 

So ist ferner 10 / = 3628800 Man findet nach Nro. 1 : 

10/ =: 3628810,05 und nach Nro. ^: 
10/ = 3628799,97.... 

In der Wahrscheinlichkeitsrechnung von Poisson, Kap. III, §. 66 findet man 
für das Produkt 1 .2.3. . .n die Formel : 



(^)-.v^.(,+j 



42n 288n* 



und die Angabe: dass für n=: 10, mit Zuziehung der 3 in Klammer stehenden 
Glieder der Werth des Produkts 10/ bis auf eine Einheit richtig gefunden werde, 
was jedoch nicht zutrifft, indem man 10/ = 3628809,7 findet, was insofern mit 

unserm vorletzten Resultate übereinstimmt, als 1 + -rz — h T^^-g -h . . . von e '*« 

12 n Zoom 

nur sehr wenig abweicht. 

Wie man sieht, ist die Formel 1) in den meisten Fällen völlig ausreichend. 

In sehr einfacher eleganter Weise findet Li ou vi 11 e, im XI. Bande seines 
Journals, Jahrgang 1846, Seite 464, wenn —1 <n<oo, sonst aber n beliebig, 
und < ^ < 1 : 

je-*.a;^(te = (^)^/2i^.(1^.--^ 1 e"'*. (l-^).^d/] 

oder weil I e-'*.Ldt^\ und mit Rücksicht darauf, dass (1— ^^Xl eine Funktion 
von t ist, so folgt ofTenbar : 



J; 



e-^\ {i—&).t.(U<:i undalsofUrn=x,— L==0 



^2njr 





. + 00 .. 

I e-^\t.dt=0, und \e 

•^ — 00 •OD 



ß-'^^fl(f=0, und |e-^.a3".(te=n.{n— 1)(n— 2) (n— m) r(w-m) , 



so ist für: n—rn=sa, alson=a-l-m: 

«. (a+< ) (a+2) . . . (a+m) = ('£±f5)-+'" . V^J^ . für m = « 

1* 






Für 0=1, x = n^i, hal man aus Nro. 4 insbesondere : 

n/= y^riTt . (~y. e«« 3) 

Schreibt man 2n in dieser Formel, i^o kommt: 

Es ist aber identisch {in)! = 2» . w .M . 3 . 5 . . (2n — 4 ) . Dadurch erhält man : 

1.3.5...(2n-1) =2".r-^j"./2.e 2^« 4) 

oder auch 

<.8.5... (2n-<) <.3.5..(2n-r ' "" * 



Li) = (^y./2-.e"«"^ . . 4a) 



2.2.2... 2 2* 

In ähnlicher Weise ergibt sich noch nach Nro. 3), wenn m und q ganze Zahlen, 
und q nicht < 1 : 

(m-4-1 ) . (m-f-2) {m-4-3) . . . (m-1-7) = ^^ = ^ -^ . ^^ ^^ . e ' .... 

wobei R, = 7^^ :, R = 7^—, also: R. — /? = — ? -. Weil ferner 

* 42(m + g)' <2m' * 4 2.m.(m + ^) 

(m+9)"'"*'^ = m"*"*"^ . M -♦-— j *^, so erhält man, wenn der Kürze wegen der 

Bruch — mit r bezeichnet wird : 
m 

m.(m+4){m+2)....(w-i-g) =/r+7. (-J^ . (1-l-rr*^ . c"" t2«(«+y) 5) 

Hieraus ist für q =m : 

(w-4-1).(m-*-2) (2m) =>^2:m".2*"*.e"""'.e"«^ . . . 6) 

= /2:m"'.(4)".e""^ 
nnd das Produkt der ächten Brüche : 

^ ^^ .J!L. J?_-/^lV J_ -mi 



m- 



Sei q<m. so sind die Brüche , , s— . . . — ^^ sämmtlich ächte. Be- 

zeichnet man das Produkt derselben mit f{m^q)y so hat man: 

f(^ «\ '_ ^~g w- g + < m~7 + 2 m~< m+4 m + 2 m + q 

'^'^'m m m m mm m' 

oder wenn man den Faktor — hinzufügt, und (m — q) abscheidet: 



f(m n\ — t^"^^)^ ♦» - 9 _ T/ m«~g' / w+g \ 



Bezeichnet man wiederum den ächten Bruch — mit r, so folgt hieraus : 



Am,g) = (4->-^r'.(l±-y. ' y"^> . ... 8) 



§.1. 

Eine zahlreiche Klasse von Formen sind in letzter Instanz abhängig von Pro- 

OD oo CD 

dukten Wie 6 -''*". A^'^^.dx; e'^^'/e-"*". (te; e''''\fe^'''^.cosqa^.dx; 

/X ^ oo 

^+px^ sin gor« dx; e'^*'* . /ß"''** . cosqoc^ . cte; 

/Od 



X 



Diese alle, deren Berechnung fUr grössere Werthe von paf* nach den bekannten 
Reihen kaum ausführbar wird , obgleich die Produkte selbst nur einen kleinen 
numerischen Werth haben , können durch das Verfahren der theilweisen Inte- 
gration unter einer Form dargestellt werden, welche ihre Berechnung sehr ver- 
einfacht. 

Es sei zunächst das Integral / e^^ . dx unsere Aufgabe. Man kann hier- 

m 

bei immer annehmen n<4, denn das Integral fe^ ** .dZf wo r>m geht durch 

m 

die Substitution z'' =: af Über in r. CeF^.af-^.dx, Sei nun r = m-^'p^ so hat 
man durch theilweise Integration : 

J m m J 

Durch eine wiederholte Anwendung dieser Formel kommt man zuletzt auf ein 
Integral, bei welchem p<,m wird. Durch die Substitution x^ = m, p.x^^^.dx^du 

wird nun dies letztere ttbergeführt in 1 e^ p »äUj wo nun — >4 ist. 

Schreibt man nun im vorgelegten Integrale die Funktion unler dem Inte- 
gralzeichen also: 



so ergibt sich durch theilweise Integration : 

«/ njw;*"* «P J SD 

und in gleicher Weise 



J 0?'» np.a?^*-» wp 'J x^ 

• ••• ••••• •••• 

J oj""* wp.o:'"''"^"""* «P 'Jaj(««+1)«* 

Bezeichnet man der Kurze wegen das Produkt von m Faktoren : 

n— 4 «n— 4 8n— 4 mn— 4 

• . .... mit Um 

n n n n 

(was hier geschehen kann, da keine Gelegenheit zur Verwechselung mit den Bi- 
nomialcoefficienten vorkommt), versteht man ferner unter x und u nur positive 
reelle von der Null verschiedene Grössen , so erhält man durch Verbindung der 
obigen Gleichungen, indem man von x=:x bis x^^u integrirt, nach einer oft 
gebrauchten Schreibweise: 

u 
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Denkt man sich zur Rechten unter dem Integralzeichen e^^ in die bekannte 
Reihe entwickelt und die einzelnen Glieder nach vollzogener Division mit 
^(»+1)11 jntegrirt, was unter den hier gemachten Voraussetzungen von x und w 
erlaubt ist, und setzt man : 



•^ X 



Xi^^^ = (p{u) - q>{x) 



f} 



X 
' X 

und ferner: 

L^ • -^i- -^ p-^ -^ • • • • ^ 7^-)]> '^(«) - ^t-)' 

so hat man : 

e'"". dx = xpiu) - xpix) -h -^ . (yM -5P(a:)), 

rc P 

welche Gleichung fUr jeden positiven reellen Werth von x und u «ine streng 
richtige ist , indem bekanntlich die vorstehenden Funktionen fUr diese Werthc 
von X und u endlich und stätig bleiben. 

Nun lässt es sich aber zeigen, dass tf) [x) -h 2Z\ • Vi^^ für x = 0, wobei 

dieser Ausdruck die unbrauchbare Relation oo -+- oo -♦- oo -h . . . darzubieten scheint, 
verschwindet , indem bei der wirklichen Ausführung der zur Rechten angedeu- 
teten Operationen diejenigen Glieder, welche Potenzen mit negativen Exponenten 
von X enthalten, sich gegenseitig aufheben. 

Vereinigt man nämlich zu diesem Zweck in der Gleichung : 






die beiden letzten Glieder 

so heben "isich zwei Glieder mit Potenzen von x im Nenner auf, so dass dadurch : 



J^m^Dn'^y 



«p" ■'■'.«'"■'■"■ 






wird. Denn stellt man den gemeinsamen Faktor ^ heraus, und setzt man 

pW + 1 

SO hat man durch direkte Entwicklung : 






^^^ 



a^.m! 



pm+l pm+« ^n pm-t-S^g« 



^(m+4)/^ (m+8)/ ^ (m+3)/ (m+v+i) 

und wenn man der Kürze wegen (wi+4)n— <=A:— 4; (m—fi).n—1 = Ä:fi setzt: 

|(m+4)/ "*■ (n+4)(m+2)/ ■*" (2m +4) (m+8)/ "*" "*" (y«+4) (w+v+4)/ ' | 



-♦-0?. 



Sondert man in 6 und JET die beiden ersten Glieder ab, so kann man auch schreiben : 

^^mfH.n-4 ^^ 

(mn+n-4)a? x x ( ^=^ p^"*-^ r=« ^^^y»i+^| 

(m»+»-4).n.a;(«+*)« n.a;<«**)" » |m»0 a;<«-'*)«>+4)/ ■*"^io (m + r+4)/ p 

. ^_^„ n ^ ( ^'^ y^"^* J^ rc^. «« + •'+* ) 

^ ** ( /*-0 V.a;^"'""'*^''. (/*+<)/ ^ »»=0 (m+4) (m + y+4)/ ) 

Die beiden ersten, von den Klammem freien Glieder heben sich auf. Zieht man 
die Summenzeichen zusammen, so ist: 

^^min.n~4 jj^ 
n 

£. (A*y p^->-' . /. mn + n-4\ ^y a?^,p«->-K^-i / (m+4)y^4) \ J 

P |m=0 a?^'«-^J^(A*+^)/ V */♦ 7^-0 (m+v+4/ V ^-^'^ )] 

W«n nun 4 mn + n-\ _ ( m-fi) n-4-- (mn + n-4) _ {|l•k^^)n 

wen nun 1 ^^ - (^_^) n-4 - (m-^)n-4 

und { H ^^ — = -7-^ ist, so folgt : 



n 

Vergleicht man diesen Ausdruck mit der Reihe für Hj indem man dort m—\ 
stall m selzl, so Uberzeugl man sich augenblicklich , dass derselbe gleich ist : 

Demnach hat man also : 

Ganz eben so findet man : 



und schliesslich: ^^" , + ^£1 . p*".^^ == feP'\dx 

Dass auch diese letzte Gleichung erfüllt wird, ergibt sich durch direkte Ent- 
wicklung. Es ist nämlich : 



«-t n.p J ^n 



npx" ' ".!'•/ a;" 

"^ I (n-4).a;" <' "*" (n+<).2/ "^ (2n+4).3/ "^ '* " "^ G"n+4).Gu+<)/ "^- * ( 

Auch hierbei heben sich die beiden ersten Glieder, welche unendlich werden 
könnten, auf und wenn man die allgemeinen Glieder zusammenzieht, so geben sie : 

X p^.a?^ (fi-4)a? _ p^-^'.a?^^ ^ a?^"-*-*p ^ ( fi-4 j 

*»'(/* +4)/ "*" np ' i/in-^i) , ^+4)/ n.(.i*+<)/ ' j ' +^n + n 

d. h. das allgemeine Glied in der Entwicklung von je''* .dx. 

Da nun xp {x) -^ *^j . q> {x) durch die soeben entwickelten successiven 

Reduktionen mit f[x)ss: le'**.dx identisch wird, und da f{x) mit x zugleich 
verschwindet, so ist für cd = auch : 

xp {x) -h -^^ . 9) (05) = w. z. b. w. 



Somit ist der Beweis geliefert, dass auch in dieser Form das Integral i ) mit .x = 
anfangt. Demnach hat man : 



P^ 1 - n. n_ •*»! I **i 





f «''*" 
wobei unter gp [x) =/ (w^-nw ^ ^®'' durch Integration hervorgehende numerische 

Werth der Funktion für ein positives reelles, von der Null verschiedenes x zu 
verstehen ist, auf dessen näherungsweise Bestimmung wir hernach zurück- 
kommen werden. 

Aus dem Vorhergehenden ergibt sich noch ein bemerkenswerthes Gesetz 
über die Bildungsweise der Goeflicienten n^n^n^ , . , tim etc. . . Da sich in der 
Gleichung 2) sSImmtliche Glieder mit negativen Exponenten von x aufheben 
müssen, wenn man das Integral zur Rechten entwickelt, so ergibt sich, wenn man 
in den Ausdrücken : 

— -— r • I < H lH ~- 4- . %, -♦-...-♦- -- — — - 1 + -zrr^ q> [x] oder : 

ipa;** " * V p . j?" p». a;8« p». a^ p»" . a?"»/ p« "^ * ^ ^ ^ 



npa5 



« {pa?"-* p*aj««-* p«.a;^-* p'«-^*.aj««+«-*) |'^P^ ^ 2/ -^'—^ (m+4)/ f 



und 



f p"» p"*"* p \ I 



p"-*-* [(n-4)aj'»-'.m/ (2n-4)a?*"-*.(m-4)/ 

die Multiplikation ausführt und die Vorzählen gleicher reciproken Potenzen von 
X vergleicht : 

^ 4. 1« 4. !^ + üi 

' ^ 4/ ^ «/ ^ 3/ 



^ j. ü^ 
4/ "^ 2/ 



«m n 


^m + i 


(m+4}/ n-4 • 


ml 


»»« n 


^m + / 


(m-4)/ ~ 2n-4 • 


(m-1)/ 


^m n 


»«.+ , 



4 / ^ 2/ ^ • * ' "^ (OT-2)/ 3n-4 ' (w-2;/ 



wobei das Gesetz des Fortganges ohne Weiteres klar ist. 

Um nun an der oberen Granze x der Gleichung 2 einen genäherten Werth 
für (p{x) = / im-t-Dn '^ ^" erhalten, hat man fürp=1, durch direkte Entwick- 
lung , wenn der Theil welcher mit negativen Gliedern auftritt , in umgekehrter 
Ordnung geschrieben wird : 

2 



G = 
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9i W=y*^j^^.f/a? = a?.{--GH.//} wobei 

(m+<)/ "*" (n+4).(m+2)/ "*" (2n+4).(m+3)/ "*" (3n+4).(m+4)/ "*" * 

4 4 4 

(fi-lla?".!»/ (2n-4)a:^''.(m-4)/ (3n-4).a;'".(iii-2;/ 

4 4 4 



(^n-4).ay*".(m-^+4)/ (mn-4)a;""'.4/ (mn+n-4j .a?*"""^" 

NuD ist aber offenbar : 

In dieser Reihe ist der Quotient zweier auf einander folgender Glieder 

V = ^-^^ (M=1,2,3....m) ... 4) 

Aus -^ = folgt, dass derselbe fQr /tt = 1 -♦- )/m d. h. im Anfange der Reihe 
ein grösster ist, wahrend man alsdann 



V 



_ (ymH-4-4) 



X" 



findet, so dass e^ < 1 wird, wenn man ( y^m-*-< — < )* < a;", d. h. m < £c"-*-2ac^ 
nimmt. 

Setzt man n 

m = a^-i-^x'^' 5) 

so sind für diesen Werth von m, in der Reihe für G, zwei auf einander folgende 
Glieder im Anfange derselben (^=:4 + )/ln) nahezu einander gleich, während 
aus der Betrachtung der Gleichung 4] hervorgeht, dass diese Quotienten vom 
Maximum an mit wachsendem m (von €^ bis €m hin] beständig abnehmen. An 

den beiden Enden der Reihe G wird 6^ = -^= ^ "*1 , d.i. >|; «m=— xr.— , 

d. i. < -n. Ausserdem ergibt sich, da c^ im Allgemeinen < 1, dass die sammt- 
lichen Glieder von G eine abnehmende Reihe bilden. Versteht man daher unter 
BfA den grössten Werth dieses Quotienten , so ist zufolge der vorausgegangenen 
Betrachtungen : 

Hieraus folgt, dass es einen Mittelwerth geben muss zwischen em und €/«, der mit 
€ bezeichnet werden mag, für welchen genau : 

G — -^ . ^* , . {< 4- e-*- €* 4- €* H- . . . + e'**} sein wird. 

Dieser Mittelwerth lässt sich im Allgemeinen darstellen durch Cm-l-^.fe^— ßm)» 
wenn man unter ^ eine Grösse versteht, die zwischen und 1 liegt. Somit ist also: 



i I 



j .«+1 

Da -s nur sehr wenig von — - . -^ verschieden ist, so wird man, wenn der Aus- 
druck ^—e^'*'^ mit k bezeichnet wird, immer noch haben: 

oder weil A der Einheit sehr nahe liegt : G > , , ,, : . 

Ferner hat man : 

" "^ (m+<)/ "*" (n+4).{ro+2)/ * ( "*" m-h3 "*" (m+3)* "*" (m+3)« "»"•••( 
und weil nach Gleichung 4) fn > o^, so bat man : 

ff ^ 4 a?^ < 1 y. . 

m-«-3 

^ (w+4)/ • |''*"(n+4).(m+a).{m+3-a?")) 
welcher Ausdruck, weil m eine grosse Zahl ist, ersetzt werden kann durch : 

{ a(fH-4).(aj2+4)I 
wenn man für m, o^h-Sx^ einführt. Bezeichnet man x^ mit 9, und setzt man 
der Kürze wegen den Bruch ^-- = ^. ^f> . ^,. = Ä, so kann man 

/ iL \ 2 (n+4) (^+4) » 

2(n+4)la;^+4; 

immer setzen: Ä = ^-^^^ . {^^h,{^^ß]} = ^jj^ . H,, wo i$? einen ächten 
Bruch vorstellt, uüd zwar so, dass [i — ß) nur wenig von der Einheit verschie- 
den sein kann. Sei femer in der Ungleichung: 

G > ,,\^ , d. h. G > *"-*"^ ^ 



n.(a;'»-4).m/ ' * -^ n.(a^-4) ' (m+4)/ 
der Bruch 

m+4 _ (g-t-4)' _ ((?-4-4) __ 

n.(a^-4) - n.te«-4) " n.((?-4) " ^ 

gesetzt, so hat man, weil y^ (x) = a?. (/T— G), offenbar : qpj (a?)< ^ . {/f^ ^j} 

d. h. mit Bücksicht auf das Vorhergehende : 

9>A^)<ji^j ' {^-^h^ii^ßj^g}, • . . . 6) 
oder 

5^i^^^< (SThT/ • r^ 2n.(rH-4.(5*-4) j' * ' ^^) 

Eine zweite Näherungsgränze ergibt sich aus der Betrachtung, dass 

i -»«•#-1 
G<— i- ** 

wo €f» den grössten unter den Quotienten e^ e^ e^ . , . €m vorstellt. Weil aber die 
Veränderungen der e in der Nähe des Maximums nur sehr allmSihlig sind , und 

2* 
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da zumal bei weitem die grösste Anzahl der Glieder von £^ bis €m liegen , bis zu 
welchem die Quotienten sehr klein werden (cm < -jj), so kann man £^ durch 
einen benachbarten Quotienten ersetzen^ und man wird daher noch immer haben: 

G < -J—, . ^-'""' . indem c, = -!;L = £±J. d. i. > j. . 

Bezeichnet man 1 — c"'** "^^^ ^*o> welche Grösse der Einheit sehr nahe liegt, 
und beachtet man, dass < — c^ = ^^ ist, so hat man : 

G < ^-^ , d. h. < -'A.^^ . ' 



n.5 (9— 2).m/ ' * ^ n.^. ((?-«) (m+4)/ 

oder weil rw4-< = ((/H-l)*: 

G < , J, ' , TT-; und um so mehr G < — -. — '—, . -. — -rr-: 

w.5.(9— 2) {m-i-4)/ ^n. 3.(3— 2) (m+4) / 

Setzt man diesen letzteren Ausdruck =^. . . ^■. . so dass g^= '^"^i , so ist, 

" * (m-i-4j/ " ^ w. 9(3— 2) 

weil 9)j(ic)=a?.(^— G), und mit Rücksicht darauf, dass 

^=(i^- jl+A-(<-/?)j, offenbar: 

d. h. wenn man wieder die Ausdrucke für h^ und g^ substituirt: 

yi(^)>(i;iTTy7-r"^ — 2;r:(,ri.4).(3-2).g.{5+4) — ) • • • • ^i 

Setzt man nun in den Formeln 6) und 7) die Brüche zur Rechten bezüglich : 

. ^ n.q'.(g-4)(4~/9)-2.(fH-4).(<?4-4)« gv 

« 2n.(n-l-4).(3«-4) ^ 

. ^ n.g'.(g~2)(4~/g)~4.(fH-4).((y4-4)» q. 

i 2n.(n-h4).((?-2).(?.(3 + 4) -^ 

so sind innerhalb gewisser Gränzen sowohl d^ als auch d^ positive oder negative 
ächte Brüche, während für grössere Werthe von a?*, dieselben > h werden. 
So ist z. B. für i^=0, wenn : 

a.=3, «=4, g=9, m=81 ,J,= 1|??; <J. = ^ 

^=5. «=3, g=1M m=U7...<J. = !g5^; (».^f^i^ 
0^=2, «=4, g=4, m=24, ,J,=_^; rf,=_l»! 

Da nun yi(a;)< j^^^j, .(<-t-J,) , und zugleich 

so muss es einen Werth d zwischen d^ und d^ geben, für welchen genau : 

9>.(-) = (^-(<+'^) <») 

welcher in den meisten Fällen, die hier zur Beachtung kommen, die Einheit 
nicht übersteigen wird. 
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Das Integral /-jj;^^ wird auf das vorhergehende / ^^^,^^ =:g>^ {x\ zu- 
rUckgefQhrt, wenn man x. Yv statt x setzt. Dann ist: 

KP yp yp 

Fuhrt man den vorhergehenden Werth von q){x) in den der Gleichung 2) eiu, so 
hat man mit Rücksicht darauf, dass jetzt m=prr"+2 y^pcc^ sein muss: 

aX 

± ■l/p.{m+4)/ 



Unter w=pa:**-*-2)/p^=g.(g+2) (wenn g= j/po;**) ist begreiflicherweise nur 
die in dem Ausdrucke zur Rechten steckende nächste ganze Zahl zu verstehen. — 
Die fe^nere Bestimmung des Restes ergiebt sich nun leicht. Zunächst hat man : 

d. h. nach Nro. 2 der Einleitung , wenn man den Correctionsfactor zur Rechten 
ausser Acht lUsst, für ein gehörig grosses m : 

und eben so : *• 

(m+1 ) / = y^7t.(m^\). [m-k-h j'^^* . e-(*»+*) 

Nun ist aber (m + "^J^ "^^ (m + !^)". (m + "^Y 
femer {m + !^)'^=m»^ ({\ + ^)^)^=m^. «^ 



n-l n-1 



("-==^r'="'^('-s)" 

Ganz eben so hat man : 

n— 4 4 • 

Setzt man der Kürze wegen =a, — =«. (wobei a < a J , so hat man ver- 

mittelst der vorhergehenden Gleichungen : 



(m+4 



L — /^ +« V 



r(^).0.(*n+a))» 
oder wenn man beachtet, dass : 



ran ^ tpoJ^.U^-^=^C\^ 
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und nun stall des Produkts y (< -^a) . \ K +f der Kurze wegen 1+y setzt, wo 
1 >y>o 

Dadurch erhält man für das Integral \K)\ 

• X 

.13) 







r'-=l.p-' 



Der Rest, der mit i?^ bezeichnet werden soll, ist, weil auch F > 1, und p 

durch eine leichte Substitution > 1 gemacht werden kann^ in den meisten Fällen, 
d. h. wenn nicht paf* eine allzugrosse Zahl ist, kleiner als die Einheit. 

Es mag noch gestattet sein , eine elegante Behandlung desselben Integrals 
anzuführen, die ich einer freundlichen Mittheilung von Professor Min ding ver- 
danke. Sei nämlich: 



n a^i)n 



welcher Ausdruck, wie man sieht, für o; = o, sich auf .. reducirt, während 

das Integral jXydx mit x zugleich verschwindet, so ergibt sich durch Differenz 
tiiren des Produkts x.X^ und nachherige Integration : 



Da nun : 



Jo Jo Jq 

und aus U, für A = 1 , 2, 3 . . . ju etc. : 

J\X,.dx =|.jc, + ?5rl Ax^.dx 
•^0 Jo 



U) 



dx 
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so erhält man aus diesen Gleichungen , mit Rücksicht auf die frUher gebrauchte 
Bezeichnung : 

e*».d.x==f.{X,.+n..X,+n,.A,+n,.X,-i-...+n^..Y4+n^^,.jx^^,.dr. 45) 

•'0 . 

Da femer X^ = j^^ + ^^ + j^- + . . . . und 



^X 



J^^f»'^ — (fi^qi'X'' "^ (n+4) G«+2) "^ (2n+4)>+a) Ou+3) 




Xu*dX = ■; — TTTT-H 



so ergibt sicli^ wenn man die Bedeutung von H unter Nro, 3 u. 5 beachtet : 

X -dx < T-^,.U -•- '^ 1 . . . wenn ^ = a-» + 2cc' 

Ersetzt man in der Gleichung 15) X^, X^, X^ . . • X , durch ihre aus X^^. (Ür 
A = 4, 2, 3 ... /El sich ergebenden Wertbe, ordnet man Alles nach den reci- 
proken Potenzen von x^ und beachtet man zugleich die unter Nro. 3 aufgestellten 
Recursionsformeln für n^n^ . . etc. • . n . so erhält man: 

welche Gleichung mit der unter Nro. 2 aufgestellten Formel zusammenfällt. 

Es sei nunBeispiels halber n=3, so wird in Nro. \ 3 : m^px^-^^ y px^ und : 



..h« «..!l±i!.(Ji^/._!_j„„d».>J>... 

Nun ist für a;=3, p=4, m=27+2]/27=37. Für diesen Werth von x 

La AQ 

und n wird dp < -j—- . . d. i. < 0,3, so dass man bei Vernachlässigung des 

4 3 4 3 

Ergänzungsgliedes einen Fehler begeht, welcher < y^ d. i. < -r^ — . Die zweite 

48 38 

Fehlergränze gibt: dj =— 0,67, so dass hiemach K^ < -~- d. i. < j-^jf um 

den Grad der Annäherung zu erfahren , wenn man nicht die^ ganze Folge der 
Glieder 'in Anspruch nehmen will, sei jfür a?=3, n=3, p=1, /eis=21. Dann ist 
das entsprechende Glied der Reihe in 1 6) : 
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= ?i5^ d. h. also weil F^^ allzeit > 1 ist: 

SO ist das obige Glied < 0,31587 

In der direkten Entwicklung des Integrals hat das Glied — - für £C=3, 

n=3, ft=24, den Werth = ^^ = 1050113920, 3 Das 41. Glied der 

direkten Entwicklung gibt noch mehr als 54567000. 

Der genäherte Werth des Integrals selbst ist für cc=3, ungefähr = 20278 
Millionen. — Wenn man ftlr (r=3, n=3, p=1, die 6 ersten Glieder direkt be- 
rechnet , so lassen sich , wenn man 1 0stellige Tafeln anwendet , die folgenden 
noch mit Sicherheit auf 16 Decimalen richtig finden, was wegen des grossen 

Faktors t-^ von Wichtigkeit ist. 

Sei ferner n=2, so ist nach Nro. 13) 






.17) 



wahrend m=:pa«+ 2a Vy, Ä, =1±^ . (1±^)». -J^ , 



— _L . — _L 

2m ' * m 



♦M-y=l7 (l + a) (in — ^j , und <Jo > <^ > <^i »st, wobei 

^0— 2.8.(9«-.^) ' ^4 ~ 2.3.(5-2).5.(g+1) ' ^ — " p^ j;. 

Die Formel 17) fängt an brauchbar zu werden bei a=3, p>1, wo die direkte 
Entwicklung schon mühsam und weitläufig wird, während hier 15 Glieder hin- 
reichen, um den Werth des Integrals bis auf die erste Decimale richtig zu geben. 
Seines häufigen Vorkommens wegen ist hier von a=0 bis a=3 eine Tafel 

berechnet. Bezeichnet man das Integral / eF^.dxR mit /«, so ist von -^V z" iV ' 

/o,i =0,100334335717 /i,8 = 8,8541656401 

0,« = 0,202698973801 1,9 = 11,9390857296 

0,» = 0,309248299624 2,0 = 16,4526277675 

0,4 = 0,422397588970 , 2,1 =23,1905227555 

0,« = 0,544987091183 2,« = 33,4524854940 

0,« = 0,68049205397 2,8 = 49,3980165566 

0,7 = 0,83340405353 2,4 = 74,67620497858 

0,8 = M091206836 . 2,5 = 115,5603286540 

0,9 = 1,2154971136 2,« = 183,02258865388 

1.0 = 1,4626519279 2,7 = 296,5941534003 

1.1 =1,7646260156 2,8 = 491,6584822960 
1,2=2,1415473214 «,»=833,4696712788 
1,8 =2,6197535315 8,0 = 1444,5451169702 

1.4 = 3,2408962154 8,1 =2559,1052970205 

1.5 = 4,0631140549 

i,e = 5,1735494109 . 4,0 = 1149400,6345108953816. 

1,7 = 6,7037755621 
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Dazwischen liegende Werthe können ohne sonderh'che Mühe interpolirt werden, 
entweder vermittelst der Differenzen , oder des Taylor' sehen Theorems. Ver- 
mittelst des letzteren hat man : 

wobei: A^'ix; B = 2(2aj» + <); C = 2*(2a^ -i- 3a;) ; Z) = 2»(4a;* + <2ic*-»-3); 

E=2»(4ac* + 20ic" + 15a;); F=2»(8a3« + 60a;* + 90£c» + 45) ; 
G=2*{8a;^+84£c»+2<Ooc»+405£c) ; ^=2*{16a*+224a!«-»-8i0ar*+840ic*+405); 
J = 8''(<6£c»-l-288£c^+1542a5»-l-2520£c» + 945a;); ä: = 2*(32x'»+ ....) 

Der Coefficient von — kann auf independente Weise bestimmt werden, indem 
man hat nach den Regeln der Differentialrechnung : 

^ = «-' . {(2a;)" + n.(n-<).(2x)''-* + "-'"-^'i"-"'"-" . (2a;)-* + ... j, 
wobei die Reihe in der Klammer von selbst abbricht. 



§. 2. 

Das im vorigen §. befolgte Verfahren lässt sich in ähnlicher Weise anwenden 
auf das Integral /e""^^'*.cfcc=i4, welches das Integral /e""P^'*.dir=5 zu —.F—.p « 

ergänzt (indem / e"^^ .dx = — . F— . p « ist) und durch welches B vermittelst 
der Gammafunktionen gefunden werden kann. Verlangt man blos das Integral 

Jf*e''P^.dx oder je''P^'*.dx für grosse Werthe von pcc^, so kann man in sehr 

^ X * 1 

vielen Fällen fe""^^ . cte = 0, und fe"^^ . dx = — . F— . p'"n setzen , in- 
Jx Ja n n '^ 

dem z. B. (Ürcc=4, n=2, p=1, das Integral le"'^ •dr schon auf SDecimalen 

mit ^r^ Übereinstimmt. Anders jedoch verhält es sich, wenn man das Produkt 

g+pa;" je''^^**.dx anzuwenden hat, indem dieses, wie man sieht, nicht in 

*fx 
gleicher Weise behandelt werden darf. 

Wendet man die theilweise Integration an auf j e"^^ .dxy so erhält man 
in gleicher Weise wie in §. 4 : 






Bezeichnet man 4-^+^-^-h . . . (-4^ .^ij^ mit X, und ver- 
steht man unter x eine positive reelle, von der Null verschiedene Grösse, so 
bleibt die Funktion / ^^M-^\j n (für p > 0) von x^x bis (r = oo endlich und 

stätig, und eben so auch ^-z^r=n-. l>a nun dieser Ausdruck für a;=oo verschwin- 
det, 80 hat man durch Integration von cd bis x : 
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aK"'-^»)" ••^5 



Hierbei wird die Bestimmung des Ergänzungsgliedes weit einfacher. Geht man 
in der in Klammem stehenden Reihe soweit^ als dieselbe überhaupt abnimmt, 
so findet dies offenbar statt , so oft der jedesmal hinzutretende Faktor von der 
Form ff^Z_ . — _ kleiner wird, als die Einheit. Aus der Gleichuns ^**~ . — r = < 

ergibt sich sodann für 

np£D*+4 _, 

^ = m = -i^ 2) 

wobei nur die in diesem Ausdruck steckende ganze Zahl unter m zu verstehen 

ist. Bezeichnet man das Ergänzungsglied mit -^^ . R^ und beachtet man , dass 

für .T=oG R^ verschwindet, so kommt es nur noch auf die Ermittelung des 
Werthes von R^ fQr x=^x an. Setzt man, wie früher, mn-*-n — 1 = A*-i, 
{m--ju)n— 1 = fc^, und verwandelt man ß, in eine Reihe, so ist: 

H -_^ (_J ?_ + t ?! ^. ( nm P" } 

1 E ± . V -X _ 

(m+4)/ (n+4).(m+2)/^ (8n+4).(m+3)/ •••!• 

Vergleicht man diese Reihe mit 

4Z!^__j _p_ + _Jp! ^^—^ • r-4^'« y" 

"^^ ^ '•J(m+4)/ (w-l-2)/ (w+3)/ •••)' 

SO ergibt sich durch eine blose Betrachtung derselben, dass das Integral R^ gleich 
gesetzt werden kann : 

«1 - ± n.a;(«'*-0« "^^ 

wenn man unter e eine derartige Grösse versteht, dass 1>€>0. Ueber das 
Zeichen lässt sich im Allgemeinen Nichts festsetzen , und in der That ergibt sich 
das Integral bald positiv bald negativ , und dies letztere namentlich dann in der 
Regel, wenn n— 1 <<, d. h. wenn n<2 wird. 4 — 6 wird bei der wirklichen 
Berechnung sehr klein gefunden. Indessen kommt es hier weder auf die Be- 
stimmung des Zeichens von Ä^, noch auf die des Werthes von 1 — « viel an. 

n— 4 

Berücksichtigt man die Bedeutung von m und setzt man — -^=a, so findet 
man mit Hülfe der Naherungsfonnel von Um^x den numerischen Werth des Er- 
gUnzungsgliedes : 

3»-» 
^m^-l n _ . ^m-H.X.(4-f).e-^^ _ T/i;r.(4+a) ^» . y^ (t-6) . . 

Dieser Rest kann in all den Fällen, die hier in Betracht kommen, vernachlässigt 
werden, selbst wenn er noch mit e'^^ multiplicirt werden sollte. So ist Beispiels 

3w-2 ^ 

halber für .T= 4, n=3, p=1, a=0,008, (<+«) «« = (1 ,008)' und m=ac'=64, 
so dass : 
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'•«-i-i 



Ä. < 



3.rj 



-n» und also : ^. . ß^ < —^ — 



srj.ß*^ 



wird, welcher Bruch erst auf die 96ste Decimalstelle Einfluss hätte. Bezeichnet 

a) 2« . p 2« 



man die im Allgemeinen sehr kleine Grösse H^ (1 
Pj; so hat man für das Integral : 

1 . **« »« 



mit 



fr"-^=i^-{< 



FUrn=2-, m^pa?, p,=±(H-a).(1 

-P"^ /. 4 . 4.3 4.3.5 



(-4) 






2».p*.a;* 






e) hat man noch : 
^ 4.3.S...(äw~4 ) 



• 0-«: 



n-1 

n.r » .e*P* 



..5) 



(-<)« 



)+(-1) 






Für das complementäre Integral le""^ .cfcc (p=1) hat Kramp zuerst vermit- 

•/o 

telst dieser Formel 6) und der direkten Reihenentwicklung in seiner Analyse des 

refracttons eine Tafel mitgetheilt von a=0 bis a?=3. 

Eine andre von Gauss, nach einem andern Argumente geordnet, flndet sich 

in Encke's astronomischen Jahrbuchern. 

Bei der Berechnung von fe^.dx erhielt ich zugleich als Controle das In- 
tegral je ^ .dx, welches ich hier in einer kleinen Tabelle zusammengestellt 
folgen lasse. 

Bezeichnet man das Integral / e""^ .dx mit Ef^, so ist von ^ zu ^V • 



£'o,i = 0,099667664291 
0,2 = 0,197365030949 
0,8 = 0,291237882660 
0,4 = 0,37965283971 
0,6 = 0,46128099409 
0,0 = 0,535153546110 
0,7 = 0,600685668153 
0,8 = 0,65766982704 
0,8 = 0,70724291603 

1.0 = 0,746823950812 

1.1 = 0,7800614322 

1.2 = 0,8072449594 
1,» == 0,8277529761 

1.4 = 0,8439386852 

1.5 = 0,8561883891 
E[\7i) = 0,8628984545 



r = 0,8720614524 

8 = 0,8767924299 

9 =0,8798376306 

= 0,8820843907 

1 = 0,8835864479 

2 =0,8845938808 

3 = 0,8852438424 

4 = 0,8856467522 

5 = 0,8857660489 

6 = 0,8860477362 

7 = 0,8864079539 

8 == 0,8864647330 
8 = 0,8864948792 
= 0,886204 4363 

= 0,8862234724838. 



1,8 = 0,8652662259 
während i V^tt = 0,886226945 ist. 

Die Interpolationsformel für dazwischen liegende Wcrthe ist der im vorigen 
§. analog. Man hat nach dem Taylorschen Theorem : 
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wobei yl=— 2x; B=:2(2a^— 1); C=2*(-2a7»+3ir) ; 

Z)=:2^ (4ir*-12a^+3) ; £=2^ (-4ir«-h20a^-<5£r) ; 
F=2'.(8a:«— 60aj*+90a?*-15); G=2*(— 8ir^-|.84a:*-210ic»+<05a?); 
£r=2*(46ir8-224a;«+840.T*-840ic*+105) ; /=2*. (-16ir»-|.. . .), 
während : 

d»!^=.e-^.{(8ar)"-'iJ?^.(8a^)"-»+ *-'''-^'';-*''"-»' (2a:)»-«-...}(-<r-^ 
ist. 

§.3. 

Sei ^ >/u >0. Wendel man eben so wie in §. \ auf das Integral / e*'*^-®".cfer 
die theilweise Integration an, so findet man leicht: 

Cre^.<c- dx = r ''"^*"" Tl + -5J^ + »■» + + !-"— ^l 



<) 



Durch ein ganz gleiches Verfahren lässt es sich nun zeigen , dass an der unteren 
Gränze die Funktion zur Rechten für ti = verschwindet, d. h. also dass das 
Integral 1 mit u=0 anfängt, oder mit andern Worten , dass wenn die angedeu- 
teten Reihenentwicklungen zur Rechten ausgeführt werden, die Identität mit der 
durch Integration zur Linken erscheinenden Funktion hervorgeht. 
Es ist aber bekanntlich : 



f 



Sei r cos^ss/j, r sin/u=g, wodurch r*=p*-*-g* und tgjti= - wird, so ergibt sich 
durch Trennung des Reellen vom Imaginären : 

. . 3) 





Jo:»'» • .^ w rsin^.ic«** r'sinS^.iT*'*-^* r'sin3ii.aj»«+* ., 



Von diesen Formeln kann man Gebrauch machen , wenn ra^ keine beträchtliche 
Zahl ist, so dass raf^ etwa <" \ wird. 



i 
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JMit Rücksicht auf das Vorhergehende ist nun aus Nro. 1 : 





5) 



wo unter dem Erganzungsglied die durch Integration hervorgehende Funktion 
von X zu verstehen ist, indem x eine reelle positive , von Null verschiedene 
Grösse vorstellt. 

Der Rest zerfällt durch Umformung der ExponentialausdrUcke in : 
^ . (cos {m^\)ii^is\n {^^^)r') J^'^^ (^^^^J^^^^^a^)^ ^ 

^ -/^^^ (cos(?(r«-.(m+4)^0 +t sin (qaf'^{m^^)^))dx = 

^ JJ^n cos Cnx)).dx^i. "^ ./j^. sin (fix)) 

wobei /"(a;) für jir"— (m+1)jti steht. 

Diese beiden Integrale des Restes sind aber offenbar numerisch geringer, 
als wenn statt sin (fx) und cos {fx) die Einheit gesetzt wird. Man kann daher 
immer annehmen : 

,dx 



A^*\ cos {fx)dx _ ^^^ , reP^\^ 
reP'\ s\n{ fx)dx _ , w reP^\dG 



wo k und j:' ganz unbestimmte Grossen bedeuten, die nur die numerische Gleich- 
heit der vorstehenden Integrale herstellen. 

Nimmt man nun für m die nächste ganze Zahl, welche in paf^-hi Ypaf^ ent- 
halten ist, so ergibt sich zunächst für das Integral / /^^^^ nach dem in §. 4 ent- 
wickelten : wenn dasselbe mit / bezeichnet wird : 

Vp 
nach Nro. 8 und 9 des §. 4 . Dadurch erhalt man für das Produkt : 

wenn man die Gleichung 43) des §. 4. beachtet, wo 

n 



der Kürze wegen steht. Bezeichnet man das Produkt j^ • (j^^j • 



.«-1 „^ 
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mit R^ und beachtet mao, dass — — cos fi, so hat man jetzt für das voll- 
ständige Ergänzungsglied der Gleichung 5) : 



I 



+ (cos ^j'^^* . Ä^ . (cos k-hi sin *') . 

Bringt man nun die imaginären Grössen zur Rechten aus dem Nenner in den 
Zähler, und setzt man 

n,.a-A^> n,.a-«A^^ n,.e-'/-^ ■ ÜülH^ -p ,0 

so wird : 

^ n^. sin ^ n,. sin 2^ ^ ^m . sin m/i 

Sei ferner P'-%Q=^R.e^^\ so wird Ä*=P*4-0* und 5P = arctg-^ . Dadurch 
wird jetzt das Integral 6) : 

\e''^''''^''.dx^^^^^^^^^ . 7) 


Da A^ von der Einheit nicht sehr verschieden ausfällt, im Allgemeinen wenig- 
stens, so ersieht man hieraus, wie das Ergänzungsglied mit wachsendem m wegen 
cosjU<1 abnimmt, und unter Umständen verschwindend klein werden kann. 
Nimmt man in 7) jetzt links und rechts die Trennung des Reellen vom Imaginären 
vor, indem man sich erinnert, dass r. cos |tt=/7, r. sin ^£=9; und setzt man zur 
Abkürzung : q, af^— (^+51)) =Ä", so hat man : 

p -■^- 

•'0 



^0 



eP?'". cos qaf'.dx = |/ ^±^ • jj^ . cos AT + {^J* '.R,.cosk . . 8) 
|eP^^sin9a/».cte=|/|±p.JJ^.sinir^.(^^^ . . 9) 



Denkt man sich diese Integrale von a?=0 bis cc=:a genommen, multiplicirt man 
sodann das erste mit cos qa^, das zweite mit sin qa^ und umgekehrt, so ergibt 
sich durch geeignete Addition und Subtraktion , wenn man auch die mit A: und U 
vorgehenden Veränderungen durch k^ k\ ausdrückt : 

p^^ cos 9(x«--a«) .(te= j/^l^ 
1 6^^^ Sin q{af^-a^).dx== j/J^ '^^'^''^ ^f'-^V) +«i (f )"**• «i« *'i • ^ < ) 
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§•*• 
Auf völlig analoge Weise wie in §. 8. erhält man das Integral- 

wührend jetzt P und Q folgende Gestalt haben : 

XN n^.sin^ n,.8ina^ _^ n,.8in S^ . i\m+i *^«. sin m^t* 

Unter m ist hier wieder wie in §. 8. die nächste ganze Zahl zu verstehen, die 
in raS^ enthalten ist. — Durch direkte Entwicklung Überzeugt man sich , dass 
der numerische Werth des Integrals 



I 



an der unteren Gränze kleiner sein muss als: 



wenn man vom Zeichen absieht, so dass man dasselbe gleichsetzen kann 

Bezeichnet man diesen letzteren Ausdruck mit tp{x)j femer ^-^^^ mit a, 

' n.m ' 

(r sinfi)£c"H-(mH-1)/u mit i,, V>^'(^-*-^) " •^•-*) j^jt p^ u^j beachtet man, 
dass r. cos fi=p, r. sin fi = q ist, so hat man: 

ein Werth, der in den meisten Fallen vernachlässigt werden kann, sobald roc^ eine 
beträchtliche Grösse ist, wenn er auch noch mit e^^^ multiplicirt werden sollte. 
Setzt man, wie im vorigen §. ebenfalls, P=R . cos 9, Q=R . sin g>, so dass 
Ä*=P*-I-Q*, tg5P = -^, femer r*=p*-i-g*, so erhält man für das Integral 1). 

Durch Trennung des Reellen vom Imaginären ist hierau3| wenn man den Aus- 
druck goT^-i-fi— 9) mit k bezeichnet : 



I. 
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Multiplicirt man die beiden Integrale, nachdem man vorher von x=a bis .t = oo 
integrirt, abwechselnd mit cos qa^ und sin qa^, so erhält man durch geeignete 
Addition und Subtraktion: 

fe-P^". cos , (^-a") .d. = |/^ . '-'-yjr'^) ^ i-ir-^.p. . ^^fg^ . ■ 6) 

wo durch /:, die Veränderung ausgedrückt werden soll, die mit k^ vor sich ge- 
gangen ist. Hierbei ist /u = arc tg — ; 9) = arc tg -^ . Der Bögen fi kann im All- 
gemeitiißn von ^=:0 bis /u = y sich erstrecken gemäss der Beschränkung, die zu 
Anfang des §. 3. steht. Von g) lässt es sich leicht nachweisen, dass für ra^>10 
tg 9 < i sein muss. Denn die mit P und Q bezeichneten Reihen sind an ab- 
solutem Zahlenwerthe nothwendig geringer, als wenn man statt der sinus und - 
Cosinus die Einheit setzt, um so mehr, da die Glieder verschiedene Zeichen be- 
kommen. Ausserdem sind, zuFolge der Bestimmungen von m, die Übrigen Glieder 
der Reihe P und Q sämmtlich kleiner als dasjenige; welches n im Zähler hat. 



n. 



Nimmt man daher statt der übrigen das Glied -^ (m — 1) m*al, so ist 
■^ + ^*ls7n gewiss grösser, als die Summe all der folgenden. Nun ist aber, 
wenn man statt m. . .rcc" setzt : 
£, {m-i)n^ _ n^-hn^ __ ji^ _ J_{n-^ /n-4\ / 2n-4 \ J _ (n-4)(8n-4) 

welche Differenz , da n allzeit > 1 sein muss , beständig kleiner bleibt als -^, 
also unter der gegenwärtigen Annahme von rcc^... < A> so dass, weil tg5P=-j... 
sein muss: tga)< -^.. d. i. <f . w. z. b. w. 

. Die Formeln 8 und 9 des vorigen §. geben für jp = noch die Integrale 

px nx 

I COS qcc^.dXj I sin qaf^.dx. Da indessen die numerischen Werthe derselben nie 
die Einheit übersteigen , so kann für eine so kleine Grösse der in der Natur des 
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Restes liegende Fehler im Verhältnisse zum Ganzen mitunter dennoch zu be- 
trächtlich werden, um das Resultat mit der gewünschten Schärfe zu erhalten. 
Daher ist es vorzuziehen, dieselben vermittelst der complementären Integrale 

«00 



/>00 yiOO 

cosqccf^.dXj I sinqocf^.dXy v^lclie man aus Nro. 7 und 8 des gegenwärtigen §. 

/»OO /»OD 

für p=0 findet, und der totalen : / cosqccf^.dx, 1 sinqcc^^.dx zu berechnen. Man 
hat aber fllr p=0, fi=arctg^| = |. 

Dadurch gehen zunächst die fbr P und Q aufgestellten Reihen Über in : 

Die Integrale selber, weil cosÄäcosTjo^ — y-l-^j = — sin(9a^ — y) und 

sinÄ = sin (9^?*— ?P-»-?) = cos (qcc^—g)) und r=9 wird , wenn man die Ergän- 
zungsglieder ausser Acht lässt, nehmen folgende Gestalt an : 

J cos qcc^.dx = — J^ j^~* * sin(ga^— y) 13) 

X 

/singa^.dx = -t- ^ Jj^-i » cos(ga^— y) U) 

Nimmt man die Gränzen von x=a bis a;=oo, multiplicirt man sodann auf 

geeignete Weise mit cos 9a**, sin 90*^, und bemerkt man femer, dass noch 

P 

sina>=-7= . , cos g>=— 7 , ist, so erhält man durch eine leichte Rechnung : 

fco8q{af--a^).dx = ^^-^^, 15) 

fs\nq{af'''a^).dx = ^^-^^, . . 16) 

Die Formeln 1 3 und 1 4 können , wenn man statt sin y, cos y ihre Werthe setzt, 
auch unter folgender Form dargestellt werden, wenn man die Gränzen von 07=0 
bis X3S00 nimmt: 

ffsga-.dx ^ --^J^-ß^" . 47) 



a 

4 
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Integrirl man ferner die beiden Formen '"^^^ , und ^*^^'^ theil weise, so 
ergibt sich leicht, wenn man hernach fUr 



a *^a 

ihre Werlhe setzt : 



cosqaf^.dx, und 1 sinqaf^.dx 



a^ — („-4).o»-* ^^) 



si uqa^.dx 8in^o".(4— P)+co89o".(? q^» 

""1?^ (n-^j.a—* ' *"^ 

o 

und wenn man wieder mit cosga**^ singa** multiplicirt , und auf geeignete Weise 
addirt und subtrahirt : 

I co8g(a?^-o").da; _ (<-/>) ^.. 

I aj« — (n-4).a»-* ^^^ 

I af" " (n-4).a*-* ^'^ 

Diese Formeln zeichnen sich durch ihre Einfachheit aus ; dabei ist : 

Wenn qa^ einigermassen beträchtlich ist, so hat man in den vorstehenden Reihen 
nur wenige Glieder nöthig, um eine in den meisten Fällen hinreichende Genauig- 
keit zu erlangen. 

Um nun vermittelst der vorausgegangenen Formeln die complementären In- 
tegrale f cos qaf^.dx, fsinqaf^.dx zu finden, bemerke man, dass: 

c/o t/o 

pü pco pn 

1 003 qaf^.dx SS 1 cosqaf^.dx — 1 cos qaf**dx 

und eben so : 

/»a pco /»oo 

/ sin qaf^.dx « I sin qaf^.dx — / sin qaf^.dx. 

pCO /»OD 

Fttr n > 1 haben aber die integrale leos qaf^.dx und /sin qcc^.dx immer end- 
lichen Werth. Es ist nämlich : 
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cosgas^.dx»-;;— .1 cosoc^.ctess — -j-.l cosx.a:** .ckcÄ — -^ 

I sin qaf^.dx = -^^A smcc^.dx = — ^.| sinx.a:* .dx= — ^ 
>^Vo «-«^Jo *»•«" 



w -,4 

cos~,r— .... 

Sfi n 



Sin— .r— . 

ifi n 



(Vergleiche darUbei^: Minding's Iniegraltafeln Seite 458.) 
Es lassen sich femer Ibr n^ > 4 die Integrale : 



X 



c±® .aj^»~*. cosbx,4^ und /c±^ •a^*'"*.sin6a;.dx 



X'*' 



vermittelst der theilweisen Integration immer auf solche zurückführen, wo n^ < 1 
wird. Für n. < 1 , oder wenn man n« s= — setzt, 6ndet man aber durch die Sub- 
stitution X * 



tz: 



I 



e±».ac» 



cos bx . dx 



s= n. 1 4 

Jq 



e****. cos 6a*. da 



und eben so : 



I e±® .flc» .sinfro; .dx = n. I ( 
•^0 •^o 



e±*". sin 6a«. da, 



welche entweder direkt (für kleinere Werthe von a**) oder durch ihre comple- 
mentären gefunden werden können. 

Des häufigen Vorkommens wegen wird hierbei eine Tafel für die Integrale 

fcoscc^.dx, fsina?.dx von a=sO bis a=3 mitgetheilt, weil von 0=3 an die 
*h t/o 

obigen Formeln schon brauchbar werden. — Die Werthe schwanken um den 

mittleren Werth von f1/ y-i welchen die Integrale für a=oo haben, auf und ab, 
während indess die Schwankungen mit wachsendem a immer enger werden. 

Diese Bemerkung wird recht augenfällig bestätigt durch eine Tafel von Airy 

a 
(UcUhem. Tracts, auf der letzten Seite), wo die Integrale /cosy*^*^ und 

/sin Y • ^ • dcc von asO bis as5,5 berechnet sind. Bezeichnet man die In- 
tegrale /cosx*. dx und Isino^. dx bezüglich mit Ca und Sa, so ist von iV zu ^ : 



0,1 = 0,09999900000i 


5., 1=0,00033330953 


• ,t »0,199968002360 


.,>«: 0,008666364984 


.,t»0,29975709H08 


.,t> 0,008994794208 


.,««0,3989772<89« 


.,«=0,08189435557 


.,« » 0,49688404154 


•,.^0,04448408487 
4» 
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=r 0,59227050596 
= 0,68337879044 
= 0,7678475081 
= 0,8427176986 
SS 0,9045242379 
= 0,9495038699 
= 0,9744447532 
= 0,9746890778 
SS 0,9497789769 
= 0,8991848488 
SS 0,8255167460 
3=0,7343510869 
= 0,6353654510 
= 0,5398550475 
= 0,46146146333 
= 0,4130663981 
= 0,4042409216 
= 0,4383290795 
= 0,5101570295 
= 0,6053081553 
= 0,70184033126 
= 0,7748164577 
= 0,8031151955 
= 0,7768640050 
= 0,7028577176 



4,. =0,5944636705527 



S. 



4,0 



= 0,07433622789 
= 0.11238743377 
= 0,1657380587 
= 0,2218484104 
= 0,310268483722 
= 0,3993757157 
= 0,4961157906 
= 0,5958427551 
= 0,6923890899 
= 0,7782370843 
= 0,8452689705 
= 0,8857022344 
= 0,8932468003 
= 0,8658365311 
= 0,8047764884 
= 0,7180665914 . 
= 0,6192101516 
= 0,5261138027 
= 0,4578642056 
= 0,43041765229 
= 0,45211854470 
= 0,5187710962 
= 0,6133720625 
= 0,7084644376 
= 0,7735625266 

= 0,7471405335259. 



Für a=oo wird C«, = S« =f|/^ = 0,626657067. . . . 
Dazwischen liegende Werthe können vermittelst der beiden folgenden Formeln 
leicht interpolirt werden : 

Äi^.(te=rc^sa:».dx + cosa^.JÄ-.4.A«-l?.Ä* + 
c/o t/o 

-sina^.ia.Ä»-i-6.Ä»-c.A*-d.A»-i-e-A«-i-/".Ä^- 

c/o e/o 

-l-cos(r».|o.A*-i-6.A»-c.A*-d-A»-i-.e.A«-i-/".A^- 
wobei: .1 = 1.0:*; B = ^; C = 4.(4a:»-3) ; D=|.a:'; ^^^•^•-**-^ 



7/ 



F={1355iE*- 1680a?). ^ etc. . 



a^x; 6 = i; c = — ; d=ia^; e = — ^— ^^^ 5 A= fj ; 

j^ = (128rc^-. 3360 (T).^ etc. ... 
Die letztern Integrale können , wie man leicht sieht, auf eine sehr compendiöse 
Form gebracht werden. 
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§.5. 

Einige Formen für n=si, von denen in der Folge öfters Anwendung gemacht 
werden soll , mögen hier noch besonders betrachtet werden. Es bedeute q eine 
von der Null verschiedene positive Grösse , und es werde die endliche Reihe : 

^ "•" 2 {x-^iq}* ' «•.(a;+tg)* "*" «•.(a:+i«)« "•"'••"■" 8-.(a;+ig)«" 
mit X bezeichnet, so hat man durch Anwendung der theilweisen Integration auf 
das Inieffalfe (^+*«)* . dx = y*e (^+*«)' . d (x^iq) : 






<) 



Entwickelt man das Integral zur Rechten , so ist für o; = : 

,.(«)*'-5iS±^.rto,w.'-^.(.-,Vif.-:-i^H....(-.r.!^!^k^') 



1 «• 



(m+4)/ 8.(m+a)/^6.(m+8)/ 

Vergleicht man diese Reihe mit der unter §. 2. gefundenen (fUr n = 2) , so er- 
gibt sich : 

y (0) + ^'V^iT^' . /-(O) = i. \e-^\dx 2) 



"■h 



'9 

An der oberen Gränze wird zunächst, wenn man für einen Augenblick a?-i-t9=js, 
und f(x) ^f^ {z) setzt : 

/I^) = A W = ~Ä . { (5;jj:f4jp5rini+ 

^* ((m+4)/"*"8.(m+«)/"*"5.(m+3)/"*"*"} • 



-k-z. 



Es ist aber: 



«»•444 44 



4 g» »• 

"•"(m+4)/"*"(m+Ä)/"*"(m+8)/"*"*" * 

Also für jeden reellen Werth statt js gesetzt: 

fM < ^- ;f^, d. h. /•,(*) < ^, . 

Denkt man sich nun in f^(z) sowohl , als auch in -y^5»+t) das Reelle vom Imagi- 
nären getrennt y und sei für ;( = (x-k-iq) 
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f^ (z) = F[x) -I- t . Jr(a?) , und eben so : 

SO ist, wiß man sich sehr leicht überzeugt, wenn man vom Zeichen absieht: 
P{x) < F,(ir); und eben so: 11 (x) < 11 ^{x) . 

Daher hat man auch : f{x) < , ^tm•^t , und man kann zwischen und 1 
immer zwei solche Grössen, y und dj finden , für weiche genau : 

Dadurch hat man aber: 

Setzt man ferner x -i- tj =s r . (cos 9 -i- t sin g>) = re^', wodurch r^ss a^^q* 
und tg9> = — wird, versteht man unter m die nächste ganze Zahl, welche in r* 
enthalten ist, und wendet man sodann die für 1 • 3 . 5 . . (2m -l- 1) gefundene 
Nflherungsformel aus Einleitung Nro. 4) an, so erhält man, nach einigen sich von 
selbst darbietenden Reduktionen fttr den vorstehenden Restausdruck : 

<.8.5..(gm-i-4) -/ . _ (y-na).g(^*''"'y-y)*,M-4-r») _ (y-K^^gC* «»■'»-»)*. (4^-1^) .. 

Bezeichnet man der Ktirze wegen r^. sin 29) — 9) mit k^ , so hat man mit Rück- 
sicht auf die Gleichung 2 , fUr das Integral 1 : , 

•'O . •'^ 

Um nun bequem die Trennung des Reellen vom Imaginären vornehmen zu kön- 
nen, sei wieder x-hi.q = r (cos 9 -I- 1 sin q>) , dadurch erhält man für X^ : 

X = 4-1. ^-""^ -I. ^•»-^"•^' ^ . 4.8.5...(>m-4) ^^^,. 

= P — t . p , wodurch : 
p _ 1 _. 4 . cosy "^ 4.8. cosgy 4 .8.5. C088y 4 . 3.5. .(am— 4) COS my ^. 

n — ^> «iPy . 4.8.8in8y 4.3.5. 8iD8y 4 .8.5. .(am-4) ginmy - 

Sei femer P — t.O = Ä.e"^*, so wird ä* = jP*-I-Q*, tg^=-^. Setzt man 
noch y-l-di==f (cos€-i-t sin«), wo nun auch p * = y* -i- d* entweder <1 oder 
doch nur sehr wenig von 1 verschieden sein wird, und bemerkt man, dass 
e(^+«(?)*=e^'+*(?a;f. g-g«^ 5^j erhält man durch Multiplicalion der Gleichung 5) 
mit e"^^* und Einführung der vorhergehenden Werthe : 

'" *•*■••' J 
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Das letztere Integral cor Rechten findet sich für kleinere q aus der Tabelle; für 
ein grösseres q ist nach §. 2. , mit Vemachlttssigung des Ei^nzungsgliedes : 

^' \e-<dx^L.\t-^+yL^-..i-tr.. '\;^}pr'% wo«. dieDSchste 

mg 

ganze Zahl aus q^ vorstellt. Bezeichnet man diesen letzteren Ausdruck mit —f ^ 
hat man aus Nro. 8) durch Trennung des Reellen vom Imaginären : 

Jq 

Bezeichnet man das Ergfinzungsglied in 9) und 10) mit R^ . cosi^, und A^ .sini//, 
nimmt man die Integrale 9] und 10) von bis a, und multiplicirt man sodann 
noch mit cos Sga^ sinSga abwechsebd, so leitet man leicht noch folgende For- 
men ab : 

1 e^' . cos29(a-(r) .(te=]/ ^^'T' cos(fH.5p)+R, • oos[xp^iqa)--^^^^^. 41) 

Jl c^\ sin»qia^x).dx^y^^.^. sm{/i^ip)^R,.sm{tp^iqa)^^^^^^^. 49) 


wobei nun in den Formeln für P, Q, ju und 9. . .etc. . . .a an die Stelle von x 
zu setzen ist. 



§.6. 

Auf analoge Weise wie in §. 4. ergibt sich, wenn man von dem Integral 
/e-(^+««)*.d(a;-i-tj) ausgeht, vermittelst der theilweisen Integration: 

X 

wobei, wenn man wieder x-^iqssr (cos u + 1 sin u) setzt, wodurch tg u = -^ 
r^^a^-^^ wird| P und Q folgende Form haben: 

n - ^.008« 4.8.C08Jt* 4.8.5. 008 8tt . . ,„ 4.8.5. .(2m— 4).C08mtt 

^=' TF""^— äT?^ a».'i^ — + •••(-4) • jm-pü 

• ^ 1 . sin tt 4.8.8ipi « , 4.8.5.8fn8tt , i\m+i 4-8.5. .(Jm— 4).8infw« 



J: 
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während, wie früher, m aas der Gleichung m=r*— p =a3*-i-^— ^ (p<^ ) bestimmt 
wird. Bringt man jetzt die imaginären Grossen aus dem Nenner in den Ztthler 
und lässt man auf beiden Seiten in 4) den gemeinsamen Faktor e"^^ weg, setzt 
man femer der Kürze wegen P=Ä.co8 q>, QssR, sin 9, so dass Ä*=P*-f-(?*; 
tg 9>s= -^ wird, und 2ga;-i-u— 9=^:5 2ga?-i-8(m-i-1)u=ip, so findet man: 

X 

Bezeichnet man das Ergänzungsglied mit A^, so findet man, vermittelst der oft 
gebrauchten Näherungsformel , nach Nro. 5) und Nro. 5 a) in §. 4: 

wobei a^=-~- ist, welcher Bruch Null wird, wenn q und x ganze Zahlen sind, 
während r^-i-a^ss^a^-l-f' ist. Wie man sieht, kann das Ergänzungsglied für 
einigermassen beträchtliche Werthe von x und q immer vernachlässigt werden, 
selbst wenn das Integral noch mit ^^ multiplicirt werden sollte. Nun hat man : 



J; 






WO i), r, /:, ^ und a die oben angeführte Bedeutung haben. Nimmt man jetzt 
die Trennung des Reellen vom Imaginären vor, indem man zugleich von a bis oo 
integrirt, so ist, wenn das Produkt "j/T. (4-l-aJ (1— <J) mitp bezeichnet wird: 

\e-^\cosiqx,dx = '^'''"^''^'^ ^{^hr-^^ .''•'''^'^1 .... 5) 

fe-^. sin «gx.cte = *''~;;"'°* -H(-4r-^' f^ .... 6) 

wobei in den Ausdrücken A, P, Q, r, ^, i^ und a^ . . a statt x zu setzen ist. 
Mit Vernachlässigung des Ergänzungsgliedes ergibt sich : 

le-^.cos29x.dx==^^^^. cos (2ga+u— 9) = 1^ . . 5a) 

Je~^.sin2ga?.dx = -^^jp— . sin(29oH-w— 9)Äp^^^^ . . 6a) 

a 

Multiplicirt man abwechselnd mit cos 29a und sin 29a in Nro. 5a und 6 a, so 
hat man durch Addition und Subtraktion: 
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7) 



I c-**. cos 2g {x-a) .dx = j/Jj^ . ^ . cos {fi-tp) . . . 

Je-<^.8miq{x~a).dx^y^^i^.'-^. sin (fi-g)) ») 
a 
welche Formeln sich durch ihre Einfiachbeit auszeichnen. 

§•7- 

Bekanntlich bat man aus der Gleichung x*-h\ = 0. . . 
X oder jh VTs= jh (cos^^fr+t sin^yr) = -j- (cosi7r±t sinf/r) = ± VT'(^±*) 
oder wenn man der Kurze wegen ^ns^e setzt : 

yT==e'* und folglich : TTt =«""'* 

Wendet man jetzt auf das Integral /e(''*" "♦"«*"") .d(i'C**-l-ge""***) die theilweise 
Integration an, indem man v als die veränderliche ansieht, so ergibt sich, wenn 
man y.e**-*-g.e"** mit ^Tund die endliche Reihe: 



4 + 



_« 4.8. 4.8.5 . 1.8.8. ..(>lfi-4) 



mit F{U) bezeichnet : 



V 

+1 



Ja Jq 



. . <) 



Entwickelt man das mit f(U) bezeichnete Integral zur Rechten , so ist fttr y=0 : 

M ^'^ (4 4 4.8. 4.8.5 4.3.5.7 4 .8.5. .(>m-4) | 

^1 4.8.5...(gm-4-4) ( / 4 4 4 

■« • 2« + i •*-(""i^(Jw+4)^«"+».(-<r + *"**|«»-4)^»«.(-<)*'.4/"*"(«m--8)«"»-«.(-<)'»-*.J/ 

"^ "•■ 3.gV(-i)«(m-4)/ "*" 4 .^Vin/(-flJl 

x| 4.3.5...(am-f4) f_4 ^jVi ^^ gV« . I 

^ ' .«"•+* '^'((m+4)/ 8.(m+«)/ 5.{m+8)/ "^ 7.(m+4)/ ^ •••} 

Trennt man hierin den reellen Theil vom imagin&ren , und vergleicht man die 

so erhaltenen Reihen mit den Integralen des §. 4 je'^P^^ cosqa^.dx und 

5 
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Jr^-pa?* smqa^.dx für fiÄÄ undpsO, wobei die daselbst aufgestellten For- ^ 
a 
mein noch Gültigkeit besitzen, so überzeugt man sich, dass : 

Ganz ähnliche Betrachtungen, wie in §. 5, führen zur Bestimmung des Ergän- 
zungsgliedes an der oberen Gränze. Entwickelt man das Integral / ? ^^'^, und 

vergleicht man die so erhaltene Reihe mit der Entwicklung von wjt{m+ip ^^ über- 
zeugt man sich, dass sowohl der reelle Theil, als auch der imaginäre absolut ge- 
iz e^* 
nommen kleiner ausfallt als die entsprechenden Theile von ^ Tj9(m+t) d* ^* ^^^ 

a ' rjnm+t t so d^ss ™^°i ^^^ Zeichen abgesehen, setzen kann /(y)a=(y-i-Jt). ^ u^^n 
woO<y<1, 0<d<<. Dadurch erhalt man für das Integral \ : 

( e'^'dU^"^.F(ü)^ ''''\;}^^^^ (coscc»+isina:»)dir..3) 

Setzt man nun Ussv.e^^-^q.e^^^^iv-hq) cosfi-*-t.(y— 9) sines=r.(cosu;-i-tsinu;), 
so findet man, weil cos^sssin«» Y^ ist: 

Bezeichnet man nun das Ergänzungsglied mit R^, so hat man 

Nimmt man für m die nächste ganze Zahl aus t^, so ist mit Rücksicht auf die 
Formel 4 der Einleitung für 1 .3.5. .(8m-l-l) : 

».-^^'^-T^^^S^ ». 

Um die später vorzunehmende Trennung des Reellen vom Imaginären zu erleich- 
tern, sei yH-rdss^ (cos r;-*-i sin 1/) und r*. sinSu;— (2m-i*4)u;=A:^, so ergibt sich : 

^(4 4-r») g(*i-^^)* _ Qj^-^r*) g(*t-^y)* 

Beachtet man, dass 2f^ smtü^ss:i.^.(V'^qfss{v'^q)^ ist, bezeichnet man femer 

Jr(coscc*-l-isina3*)(te mit M-hiN, und setzt man P(ü)^P-^iQ^ so hat man 
9 
zunächst : 

D i . <.co8>fiy , 4.8.cog4tti ^ 4.8.5.co86m ^ r.»^...(Jm— 4)*co8 8mw «. 
^=' "•" ^t.r» "•" «Vr» "^ äTi^ "•" "•" pr^ia -ö) 

^ ^. sin Jiü ^ 1.8.6. sin 4w 4.8.5. Bine«; 4 .8. 5... (3m— 4) sin Imu» ^. 
<?= «r» "^ är?s^ "•" ir;^ + + |ir;3ii .6) 
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Macht man sodann P— tQsA.e-^', so dass /{^sP'-i-Q*, ^l^^j wird, so kommt 
für das Integral 3) nach Multiplication mit e^^^.e"^* : 

Schreibt man x statt v^ integrirt man von x^O bis xsa, wo dann in den For- 
meln für P, Q, i), r, fi, g>, k^ etc. ... a an die Stelle von v gesetzt werden muss, 
und berücksichtigt man, dass : 

«^*- (Jf^JVt) « (cos ?»+t sing*) . (M-^iN) = (Jfcosg^-iVsin?*) + t.(lfsin5f*-i-iVcos?*) 

und setzt man- der Kürze wegen Ä:^ + 9* + 17 — « as i^ , so findet man aus Nro. 7) 
durch Trennung des Reellen vom Imaginttren : 

AV.cosa^.(te = ?^.]/^5±^.coa(o*^ 

r^^.sina:».(te = ^.y'^|^,sin(a»-(^H-yH-gO 

Multiplicirt man die beiden letzteren Gleichungen abwechselnd mit cosa*, sina', 
so erhalt man durch geeignete Addition und Snbtraktion : 
.0 ^tam _ /-p»^.p» 



f(^^ . cos [a^'-a^) . dx = ^.1/ V^ • cos ((i^g>^e) 
/*^* . sin(ac*-o») . <te - ^•'l/jjj • 8in(jU+9)+e) 



10) 



H) 



Werden diese Gleichungen noch mit e~'9<* multiplicirt, so wird die Fehlergranze 
bei Yemachlassigung des Ergänzungsgliedes kleiner als: -^ss ^ so dass 

man in diesem Falle für JfasS.cosu, N^S.sinu, f?ssM*+N*, tgua— hat: 
-*«"». /W*.cos(aj*—o*) .(te=|.l/^ip. cos(/u+9+«)— «-»«•{«. co8(o*+tt— g»)j..42) 

-»9« /*«*»*. sin (oc»-o») .dB-il/JjJ- sin(^-i-9)+«)-e-*«'».{S. sin(a*+M-ji»)|..<3) 



§8. 
Verülhrt man in ahnlicher Weise mit dem analogen Integral 

so ergiebt sich durch Integration von v^v bis vma» ■ 



5* 



..1) 



36 

Durch direkte Entwicklung Überzeugt man sich , dass sowohl der reelle als auch 

^u%(m-k-t) ^^ einen positiven reellen Werth von v nume- 
risch kleiner ist als bezüglich der reelle und imagintfre Theil der Entwicklung 

e""^* ü e~^* 

von g u%{m\t) = g r^tm^-i > so dass an der untern Granze gesetzt werden kann ; 

Sei nun wieder r7=i'e^*-f-56""*^=(v-i-g)cosfi-i-t.{v— g)sin«=r. (cosu;-i-tsinu?), 
wodurch tgtüss^^, r^=s^^^ wird, nimmt man femer für m die nächste 
ganze Zahl aus 1/^-1-9^ = r^, so ergiebt sich vermittelst der Näherungsformel für 
ämJ^^ (Einleitung Nro. 4) und für (y+td) s=Q.e^*, wenn das Erganzungs- 
glied mit R^ bezeichnet wird : 

d. n. tif.^= ^^ ; . . . . zj 

Setzt man der Kürze wegen r^. sin 2t{;-i-(2m-i-4]t^— 17 = ^1 und beachtet man, 
dass r*, (< -I- cosStü) = 2r*.cost^* = (^-»-9)* ist, so hat man einfacher : 

Ra =- S s — ) d. h. absolut < 3. 

Demnach würde man z. B. für y=3, 9=2, bei Vernachlässigung des Er- 
ganzungsgliedes einen Fehler begehen, der absolut genommen < '^ ^ , , d. i. 
< -4i- sein würde. Der Logarithmus dieses Bruches ist ungefähr =0,69947—1 1 , 

so dass diese Vernachlässigung erst auf die 41. Decimale Einfluss haben könnte. 
Die in der.KIammer stehende Reihe in Nro. 1) wird, wenn man das Reelle von 
dem Imaginären trennt, und wie bisher diese beiden Theiie mit P+t'O bezeichnet: 

-j . 4 . cos aw , 4 . 8 . co s kw 4.8.5.cos6u7 f ..Hl 4.3.5. . .(2m— 4)008 Jmtö « 

^=1 T?* — ' äTr^ ¥7i^ *-•••(— ^) • jüTTim • ^) 

^ 4 . sin %w 4.8. sin Aw 4.8.5. sin 6w . 4\w+i ^.B.5.. . (am— 4) sin 8mtg .. 

Setzt man wieder P-hiQ^R. (cos 9-1-i sin 9), so dass i?*=jP*-i-(?*, tg 9= ~ wird, 
multiplicirt man in 1) sodann auf beiden Seiten mit 6'~^*.€'*'*-^', nimmt das 
Integral von a bis 00 , und schreibt der Gleichförmigkeit wegen x statt y, 
so nimmt das Integral, wenn man noch r*. sin 2iü-i-(2m-i- 1)10—17— g* mit k^ 
bezeichnet, diese Gestalt an : 
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«-*«*-<**. (te= ?-^. e-(«*-*+«'+*)<+ (-4 )•»+». q[i +r») •p^-(i^ • • 5) 



Lässt man dasErgänzungsglied ausser Acht, so ergibt sich hieraus durch Trennung 
des Reellen vom Imaginären : 

je-*«^.cosa3*.(te===|/5^-^^ .... 6) 

J a 

|e-*«^.sina:».(te = |/55?-^^.sin(a»^y+^ .... 7) 
^ a 



wobei der Fehler, den man durch Weglassung des Restes begeht, < . ^ , d. i. 
<; ^^J^\^ ist. In ^en Ausdrücken für r, u?, P, Q, q), muss a statt y gesetzt 

werden, und zu bemerken ist, dass «ssy. Multiplicirt man wiederum diese 
beiden Gleichungen mit cos a'» sin a*, so erb&It man nach leichter Rechnung : 

I e-^^. cos (a:»-o») . dx = J/Jt? ' ^^ * ^^ («^-9+«) • • • • 8) 
I «-*9^. sin (a:*-a») ,dx = y Jj^ . ^^^ . sin (w-y+e) .... 9) 



« = -; ,o = arctg^; tgy^f 



§.9. 



etc. 



Es lässt sich, wie später in §. 23, Nro. 5) gezeigt werden soll, das zu 
^-rV^\j:»,g-y.cfcr complementäre Integral : /e-'''^*'**-^.ö"^.(ir auf die 

|e""^*. (te und |ö■"^^{te zurückführen. Hierbei y>/u>0. 



Es ist nämlich: 






« u 
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wo in dem Falle, dass — numerisch Überwiegend ist Über r. u . cos /u das zweite In- 



tegral zur Rechten durch die Substitution —x statt -t-x Ubei^eht in — Ce~''^.dx. 
Wird nun in dem Integral /(ß""^*.dxs=:Ä'...re^*.M+^ =sp. (cosw+t sinw)=p.e**' 

gesetzt, so folgt hieraus : ru.cos ju+ — sp.cosoi, und ru. sin ju=:|>. sin co', so dass : 
a) p*=r*.M*+2ar.cosjtA + -^, tgitf = ^"°^ 



ru* sin ^ 

"~rw* coSi(*4-a* 

.00 



*** ' ^ r«cosi(*-l-7 






Hieraus folgt aber: K » I e"*^ • dx und wenn man jetzt z.ef^^x setzt, 

also: dx^^.dxj so werden die Gränzen jetzt für: x^p.e^. • «^^p; dagegen 
für xsoo , wird auch jatsoo • Daher ist nun : ^ 

b) Ä:=c«*'.L-*""'\<fa. 

Dieses Integral findet sich aber schon entwickelt §. 4. Formel 6) , wenn man dort 
n=S, a?=p, r=4, /ussSoi setzt, wodurch das dortige j}ssr.cos/u=cosjus=cos2c(i,' 
gssr.sin/ussin/usssinSoi undp*+9*=:r^s4 wird. Dann ist: 

fe-«*-*«\<b=J^?±^.c-P':«'^.e-(»"-V)'+(_ir+«.^4t:l^., . 8) 



wobei 



„ .'• 4.0082» 4.». 0084» 4 .a.S.C08 6tt» . ..^ 4.3. .(8m-?4)cogamw 

^ 4.8in2(tt 4.8.8in4<tf , 4 .8.5.8in6a» . j\m4-i 4 . 8 . . (im— 4 ) sin amw 

tg^sr-^-, m=sp'+^. ..(^<4).. d.h. WÄr*M*+2arcos/uH — 5-+^ 
die zunächst grösste ganze Zahl dieses Ausdrucks bedeutet, wahrend JR^ eine 
Grösse ist, die die Einheit nicht übersteigen kann, nSlmlich : R^ ss V -( -^«)( -g? . 
aa=-^,; d<r Dabei ist£^asp'.sin/u+(m+4)/u. 

Man ersieht hieraus , dass das Ergänzungsglied in der Regel wird vernach- 
lässigt werden können. 

Ist nun ru cos /u— ^ beträchtlich genug , so ist das zweite Integral in \ , zur 
Rechten in gleicher Weise , wenn es mit K^ bezeichnet wird : 



c) Ä', = e« 
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Daher hat man auf dieselbe Weise : 



3) 



y «Vi^±gi.e-P!«'''\e-(¥.-9.)<+(-<r.-*-«.y'-^»'"'''' . 

Hierbei werden P^; Q^, q>^, m^ und i//^ ganz eben so gebildet wie P, Q^ q>j m 
und 1^ im vorhergehenden Integral. 

Nun ist zu Folge der Gleichung i : 



d) L-r«.«Mi^V^.d*-^^.|a»- 



.E-he 



-fra«A^ 



'.ir.j. 



Beachtet man nun , dass p* e*^ = p* . (cos 2ai + 1 sin iw) = p* . (cos a>* — sin w*) 
+ tp'. S sin Ol. cos Ol ist, so ergibt sich aus den Gleichungen 

p.cosoi = rucosuH 

* u 

p.sinoi ssrtisinju: 
p^.cosi(o SS r^u* cos 2/i + 2ra. cos /i+ -r 
p^.sinSo» = Spcosoi.psino; ss r^u*sin2/i + 2ar sin /u 
und ganz eben so : 

p J cos Äöij =s r*u* cos 2fi — 2ra cos/i + -^ 
p* sinSoi^ s 8p^ sin oi^ .p^ cosoi^ a r^ti^ sin 2fi — Sor sin/ti. 
Dadurch erhält man, wenn man die Ausdrücke fter ITund K^ beachtet: 



C-'-'-'%-i.ä.-'-^'-2''^^\. 






indem man der KUrze wegen : 

t s= r*t4* sin 2fi+2off sin ju+fi+o)-— ^i 
t^sKf^w* sinSjU— Äcrr sin/i+fi+cti^— 9)^, 
und femer : 

tpss (8m+4)ai+r^ti* sinSfi+Sorr sin/i+/u, 

i^^s (2m^ +4)01^ +r^u* sin 2/u—^2or sin/i+/i setzt. 

Nimmt man nun links und rechts die Trennung des Reellen vom Imaginären 

vor, bezeichnet man r^ . cos 2/i mit /?, r^.sinSjii mit y, so dass rs^y /9*-i-y* ; 

tg2|ia=-^ wird, und setzt man Ä und Ä^ statt }/P*+0*, I/pT^ÖT, so hat man : 



j -.iJa?»-^ • . e^V^*^^) (Ä.cos» . Ä. cos*. 



5) 



4), 



f 
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. 6) 



Die Ausdrucke für k, k^^tp und i//^ werden jetzt folgende : 

A = yM»+2a . y /?»+/* . sm(iarctg$) + iarctg^ + arctg — . ^ arctg-| 

"< Py P f»»y7*+?^. cos (farctg —)•♦-« *^ 

*r^ TT- / y\ y /«■V'?M^8in(iarctg|) \ ^ 

*t = yM*-2a . Vr-i-A- sin (iarctg|) + iarctg-^ + arctgl } ^ |- arclg ^ 

rp = (2m+1).arctg — , 7 ^ — + yu*+2a . >^/S*+/ . sin(iarctg-^) -h^^arctg^ 

t»*V/?»+yVco8(iarctg-^)+« \ ßJ ^ß 

«•y^/?«+y».8ln(jarctg-^) , 4^-, ^ / y\ 

1/;^= (2m-h<),arctg ) ^-{ — + yM»-2a . V/9*+y». sin(iarctg-^) + iarctg-^. 

«•V/?*+y*.co8(iarclg-^)-« ^ '*/ '^ 

In den meisten Fällen, wo man die Formeln 5) und 6) überhaupt wird an- 
wenden können , kann man die Erganznngsglieder vernachlässigen. Muitiplicirt ^ 
man die auf diese Weise vereinfachten Gleichungen 5) und 6) abwechselnd mit 
cos/ti* und sin/u*, so ergibt sich durch geeignete Addition und Subtraktion: 



■ 



-fi-'-^.cosy{c^-r^).dx^d^^,{^ + !L:^^ . .7) 



J. 



indem jetzt -^ss Aar. cos jw-hju-hfti—5p, '^^ss— 2ar.cos^ + /u + cci^ — 9^ ist, 
wahrend A, A^; p, p^, jti, r, ci;, ^, o)^, 9)^ etc. die früher angegebene Bedeu- 
tung haben. 



§. 10. 

Es bleibt nun noch übrig, die in den vorhergehenden §§. aufgeführten In- 
tegrale auch für diejenigen Werthe der Granzen und der darin vorkommenden 
Constanten zu betrachten, wo die hier befolgte Methode praktisch unzulässig ist. 

Zuvorderst nun ergibt sich aus der direkten Entwicklung des Integrals : 

fe(^-^'9)\d(x^iq) ^ (o^+tV,) + <^ + (^'^ + Const., 

wenn man rechts a;+ ig «r (cos *+i sind) setzt, wodurch: r^=cc^-h^, tg-^s— 
wird, und wenn man links den constanten Faktor e^^* herausstellt: 
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Denkt man sieb das Integral zur Linken in der jetzigen Form entwickelt, und in- 
tegrirty 30 sieht man leicht, dass dasselbe für xssO verschwindet. Bestimmt man 
daher dieConstante so, dass das Integral für x=0 verschwindet, wobei man erhält: 

Const = --t.jg^^ + ^--^+...j = -i.J^^Vcte 

integrirt man ferner von a?=0 bis a;=:a, so ergibt sich durch Trennung des Reellen 
vom Imaginären : 






a 



e'\cosiqx.dx^e<i\\r.oo8&+'^^^^+^^^^ + ....] . . . 1) 



T« • Q j o« ( • A r*. sin 3d r*. sin 50" ) «. 

e^ .sm2ga;.(te=ß9 . jr. sm^H ^-^t ' ^-fi »-••••{ • • • 2) 

Multiplicirt man mit cos iqa, sin Sga, abwechselnd, so hat man durch Addition 
und Subtraktion : 



r*. co8(gga— 8j») ^ r *.co8(2ga— 5f>) 
5.2/ 



Ji ^\ cos 2g {a^x).dx^e9\ jr. cos (2ga-d) + ^-^^^^y^^») ^ 




.3) 






fe-. sin 2? (a-o.) .dx=e^\ jr. sin (2?a-.*) + ^-^^-i^-'^) + ^-"V?;"^-^' + . . j . . 4) 

, während r = y" a*-hg*, lg ^ = -|- ist. 

Ganz auf dieselbe Weise ergibt sich das verwandte Integral : 







e''^*.cos^qx.dx=e^* , jr. cos^ -j^ 1 — '-^^ .... | ... 5) 



'0 

a 



J— a:» . Q j o« ( . ft r". sin 3^ r". sin 5* ) 

e ^ .sm9,qx.dx=e9 Ar, sm-^ ^-j^ 1 ^-^-^ . . . . J . . . 6) 


Hieraus folgt durch Multiplikation mit cos 2qa, sin 29a, Addition und Subtraktion : 
f e-^'. co82g (a^x).dx=.e9\ jr. cos (iqa-») + *"• '''»f^a-»«) ^ r». 00.(19«-»») ^ _ j ^j 
.'0 

fe-^V sin2?(a-x).(te=:e9'. jr.8m(2?o-^) ^. '^■«i°^(«g^-»») ^ >-«»°^(»;«-»») ^... j . . g) 

•'O 

wobei r und ^ die oben gegebene Bedeutung haben. 
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Setzt man ferner in dem Integral : 

/erdtr=£^+j^ + ^ + J^+....=^ 1) 

Ü'=y.e**-h9.e~'*, wo fi = -^i ^^^ macht man ye**'+?e~**=r. (cos ^+t sin^), 
so findet sich i^sst^^q^; tg* = ^^^ und man hat: 

J ... 11) 
_.-.• L .;„ *-.- »*• «'" »* _._ ♦*• »'•»»* -.- r'. slD 7» ^ j 
+»• r- '"°^+ -8j7- + -TT- + -tTT + • • ! J 

Für v=0 geben die Reihen zur Rechten, wenn man beachtet, dass cos "^ 

sseosnTt.cosin; sin-^^-^ sH^costtTCsin^Tr, Über in: 

(J).= cose.J9-^ + j^_X. + _^__?:i- j 

+»-*™ «-{9+07-07 -717 + 9^ + TOT ! 

=s cosfi.i I (coscD*— sin£C*).rfa?. >+t.sin€.-{ | (cosas*-hsina?*).(tei 

Berücksichtigt man nun, dass e— =6~ =6— ist, und dass rfü^=e*'di', so 
ergibt sich für das Integral zur Linken in I) oder II) : 

und man hat 

wenn r.cos^..l!:|^ + ^l^ + !l^....=P 



L 



wobei jetzt Ä*=(P-i4)*+(Q-^Ä)», tg y = |^ ist, wahrend in Pund Q a an die 
Stelle von v, gesetzt werden muss. 

Nimmt man jetzt die Trennung des Reellen vom Imaginttren vor, indem man 
zugleich X statt v schreibt, so ergibt sich « 

ß**^. cos£c*.cte = cos(g*-hy— e).Ä 9) 

_ 






le*^^. sinac^.flte Ä sin (g*+5P— e).Ä iO) 

t/o 
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während r*=a*+g*; tg^=^^; i4= cosc. Acosa?*— sina:*).dx 

«9 



und P und Q die oben stehende Form haben. Setzt man aber icosoc^.dx^M, 

fsina^.dxssNy und bemerkt man, dass cos € = sin e =-— := ist, so wird: 

A^-hB^^^M^-hN^ so dass : 

ä2^P»+(^-- yl^.jp. (lf-iV]+Q. (lf+JV)}+j|f 2+iVMst. 

M und N können aus den in §. 4 gegebenen Tabellen mit leichter Mühe erhalten 
werden. 

Aus den Formeln 9 und 4 ergeben sich noch leicht durch Multiplication mit 
cosa'y sina', Addition und Subtraktion: 

Xa 
e^9^.cos(o*— a;*).dx = Ä.cos(g*— a*-h5P— fi) U) 

/e*<'^.sin(a*— ir^).cte = Ä.sin(g*— a^-hy— €) 42) 



«a 



Für das verwandte Integral je^^^"*^ .dx braucht man die Rechnung nicht 

t/o 

von Neuem zu beginnen.- Es genügt zu bemerken, dass die Reihen für P und Q 
abwechselnde Zeichen bekommen , während in den mit A und B bezeichneten 
Reihen die Zeichenfolge jetzt die umgekehrte ist , nämlich : 

^. = «•"•!? + 8T/-5T/-A+ »5/ + -1 

i4j Ä cos«,/ (coscc*-hsina^).cte; B^ = sine./ (cos as*— sin ic*).rfa:. 

t/o t/o 

Demnach ist durch Trennung des Reellen vom Imaginären : 

Iß-'«^. cosa^.dcc = Äj.cos(g*-h9)4— €) 13) 

le'-^^.sma^.dx = R^.sln(q^^q>^s) U) 

•/o 
während 

n^ f. r*,C08^d' r*. C08 5^ 

r« = a' + ,^•,tg*=:-^; e = ^ und tgg,. = i^ . 

6* 
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Durch Muiliplikation mit cosa', sina', ÄdditioD und Subtraktion erhält man noch : 
/e~*^^.cos(a*— oT^j.cte = Äj . cos(g*— o^-hflp^— e) . . . . <5) 

t/o 

/e-*^^.sin(o*-ar*).da; = Ä,.sin(5f2-a*+9,-€) . ... 46) 

t/o 

In völlig gleicher Weise gestalten sich die Integrale , welche zu denen §. 9 Nro. 4 
rechts complementär sind; nSmiich : 

.dx. 



I e"^^ .dx und 1 e"^ .cfcc 

•^0 »^0 



Gibt man der oberen Gränze die Form p. (cosoi+t sinoi), so wird 

p*=r*M*-h2ra . cos ix -h ^ tg ci; = 7* '^"^ ■ 
Setzt man jetzt a?=Ä.e*^*, wodurch dx—e^.dz, und die Grenzen undp wer- 
den, so hat man die beiden Integrale : e^i*. /e"^'"*'* .dz und c*^«*. /6^^**"•**^flfe, 

t/o Jo 

wop^ und €0^ für das obere Zeichen, p^ und ci;, für das untere gesetzt ist. Beide 
Integrale haben dieselbe Form , und sind , wenn man rechts die Trennung des 
Beeilen vom Imaginären vornimmt: 






jf^e .öÄ -pcosw- 3^^ -h jj^ ^3, -h.... 

Ip'. sinScu . p*.sin5(a p'. sm7oi . ) 

= P-iC>=Ä.e-<P<, wo nun fl*=P*+(?», tgy = | ist. 



<7) 



Dadurch erhält man, wenn die Ausdrücke re^*.w+- und rc^*.w— - mit f^(u) 

und /',(w) bezeichnet werden, und wenn man mit P^ Q^ R^ q>^ , P, 0« Ä« 9« 
das ausdrückt, was aus den Beihen in 47 rechts hervorgeht, wenn man j>^ und 
/?,, €0^ und (o^ statt p und (o setzt: 

AM, 

e-^\(te=(P,-t<?J=Ä,.e-<Pi* 48) 

e-^*.rfcr=(P,-t(?J =Ä,.e-^2« 49) 

/o 

Wie nun mit Hülfe dieser Integrale das zu Nro. 4 §. 9 complementäre Integral 

J^-.rV'*Vg--5 q{2p mi^ Zuziehung des totalen | c'"*^**'**^*e""^.(te gefunden 
•'o 

werden kann, $oll am geeigneten Orte gezeigt werden. 
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Bezeichnet man den Ausdruck p — 3 mit X, und die einzelnen Differential- 
quotienten desselben der Reihe nach mit X(*) X(^^ Xf^^h .XW und bemerkt man, 

dass e^^.dX'Bs — .i.cfe-*» ig^ ^ findet man sehr leicht durch theilweise 
a ' 

Integration : 

a 

Sei nun a=:aH-ßi = r.(cosfti-ht sin«) , d. h. r*=a*-h/9*, tgw=^, so findet die 

vorhergehende Gleichung offenbar auch noch Statt; wenn man statt a diesen com- 
plexen Werth einführt. Dadurch nimmt die Gleichung 1 folgende Gestalt an : 



.2) 



Nun ist aber nach den Regeln der Differentialrechnung: 

j^..)^^W)"^^,..^^ 3) 

wenn man setzt: 

-(2n-3) . . (2x)*<**"">. (ä»+cc^)"+ ... (-4 r. (2n-m)^. (2a:)*<'-^\a^+a)«)'" J * 

Das letzte Glied dieser Reihe erhält man, wenn man m=:n nimmt. Es ist als- 
dann = (-4)«.n^.(2(r)«.Ä*« = «*«.{-<)«. 

Bezeichnet man das, was aus X^^^) wird, wenn man darin a?=0 setzt, mit 
(Xt***))^ und bemerkt man, dass für x=0 alle Glieder derReiheJST verschwinden, 
bis auf 'das letzte, so ist * 

(XW).= (-1)».Ä 6) 

Für eine ungerade Zahl hat man femer : 



,f«+i, 



wobei nun 

K, = (2n+4 ) , . (2a;)*"+*- (2n) , . (2a;)*"~V (a»+(K») +(2n-<), . (205)**"*. {z* + a?f\ 
-{2n-2),.(2(E)*"-".(;»»+a;»)»+....(-<r.(2n-».+<)«(2<r)(*"-'")+'.(»»+cc*)"'|' 

Das letzte Glied in dieser Reihe erhalt man , wenn rnsn gesetzt wird^ Es ist : 
(_<)".(„+4)„.(8a;)*.(3»+a5»}*'=(-1)*.(n+<).{2(r).(a*+x»)". FBira;=0 ver- 
schwinden daher sammtliche Glieder der Reihe K^ und man bat : 

(X("»+')), =0 8) 



.7) 
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Fttr x=soo werden sämmtliche vom Integralzeichen freie Glieder der Gleichun- 
gen \ und 2 = 0. Man findet daher, wenn man in \ und 2, von a;=0, bis 07=00 
integrirt : 

(00 ^00 

jj'+a;* (ksr \ [a%f {o«)* \fl%). ^ ' (a*)*") ar** I ' 

JL--(a+^ _ff-«^ ( i/g-»"* 4/g--*"* 6/tf-«^< . ..„ (aii)/g-**^ ) 








Eine näherungsweise Bestimmung des Erganzungsgliedes in Nro. 9) und Nro.40) 
erlangt man durch folgende Schlüsse : 

Abgesehen vom Zeichen , ist der numerische Betrag des Integrals in beiden 
Fällen offenbar geringer als wenn man statt e^^ oder e~("+/^0^ die Einheit 
setzt , und man kann daher annehmen : 

Jo 

wo y<< , d<1 . Es ist aber : 

o 






wo der Ausdruck zur Rechten das bedeutet, was heraus kommt, wenn man in 
X^'^) für 0?. . . einmal x , das anderemal setzt und den letzteren Werth von 
ersterem abzieht. 

Dadurch ergibt sich , wenn man die Gleichung 5 dieses §. berücksichtigt : 

(y-cJO.jx(^«+*).(te = M^+^(y^^^^^ . . 42) 

Die Grössen y und i bleiben ganz unbestimmte ächte Brüche , nur muss d Null 
werden , wenn /?=0 ist. 

Dadurch wird jetzt die Gleichung K , welche die 9 als einen speciellen 
Fall erhält : 



I 



■^(-.).^..i,-»,. --'-;;r<->' | ,3, 
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Nimmt man nun für 2n die nttchsl kleinste gerade Zahl , welche in r.2 ent- 
halten isty so dass man: 

setzen kann, wo r^ Null ist, wenn r% eine gerade ganze Zahl, und =s\, wenn 
rz eine ungerade ganze Zahl , so hat man vermittelst der Nfiherungsforme Ein- 
leitung Nro. 3 : 

(2n)/ _ {rz^r,)I _ ya7^(rg-rJ.(rg-rJ('^»-^) 

wenn man den Correktionsfaktor e"*^ vernachlässigt. 
Nun ist: 

oder weil H — — ) = ( (^ — ^j ''» I *a=e"'''* gesetzt werden kann : 

(an)/ _ vl^.(^-«)f•-^. 

wenn man den sehr kleinen Bruch -^ mit a bezeichnet. Da die Potenz 

rx 

(\ — a)^~~^« nur sehr wenig von der Einheit verschieden sein kann , so wird man 
mit Rücksicht auf den im Integral vernachlässigten Faktor e''('^'*'fi*^ immerhin 
[y—di). "^2^.(4 —«)*"•*** = (yi— ^lO setzen können^ wo nun ebenfalls yi<<, 
dj<1 sein wird. 

Demnach hat man, wenn in Nro. 43) die beiden letzten Glieder vereinigt 
werden : 



«-(«+/*•>. dr «-^ 



f 

•'o 



.(_,),.j >— '-(r.-M^-c--)- }!^ .... 15) 

woraus man sieht , dass der numerische Werth des Ergänzungsgliedes im All- 
gemeinen weniger beträgt, als das letzte Glied der vom Integralzeichen freien 
Reihe. 

Durch Trennung des Reellen vom Imaginären erhält man : 

Jr" 
e'^^.coBßx.dx 1 ( a/cosSoi - 4/cos5« 

I ^ ^. jcoso,-- jj:jjr-+-j^^ - , 


/ i^n (g«i)/C08(in+1)ai ^ ..^^^ y,. C08(in-i-i)a> | 

•••l ^) • (;5)in \ ^) ' Jü J; . . . IbJ 

I «~<^. 8in/9a;. dr 4 ( . 9/8in3iv , 4/8io6» 
I rrdi Ä— i.Jsmw r-ri — — , ,. — 

_ /_^\n^MIf!!il!±tll5:f--4)n+i ^,.sin(8n-i-a)ai | .^. 
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wo nun r = y^o?+^ , tgoi = -^ , 2n = rz-^Vf ^4 , y^ • . << . und im Allgemei- 
nen sämmüiche Glieder der Reihe abnehmende sind, so dass ^*t ^'*' J^ mi(j 
*V^ ^ 1 oder kürzer — n;: die Genauigkeitsgränze ausdrückt, bis zu welcher 
die gefundenen Resultate richtig sind. 

Für a=0 wird r=/?, 01=—. In diesem Falle wird also, weil cosr?5±i Ws_o 
ist, für jeden Werth von n in ganzen Zahlen die Reihe 46 unbrauchbar. Allein 

in diesem Falle ist der Werth des bestimmten Integrals l-^^r^j- längst bekannt. 






Das Integral i 7 nimmt dann folgende Form an : 

wo nun 2n aus der Gleichung: 2n = ßz — r^ bestimmt wird. Integrirt man den 
Ausdruck sinßx.X.dx unmittelbar theilweise, so erhalt man : 

fsmßx.X.dx^-^. P(^)+?i^.0(^)+(_4)«.^y*cos/?a;.X(»»+»). d.x , 

wo nun 

Vermittelst der oben gegebenen Werthe von (X***)« und (X(*""*"*))^ erhält man 
jetzt durch Integration von cc=0 bis a;=x dieselbe Reihe wie in 48, während 
man wie früher setzen kann : 

fcosßx.Xi^''-*-').dx = d.fx(^'''*'').dx = i.XW, wo d<4. 

fsTn 
Um auch für kleinere Werthe von z das Integral I ^t^ljt ^u ermitteln, kann 

man sich der Taylor'schen Reihe bedienen. Durch die Substition -j statt x und 



*" Be- 



"°Ca?" auf die Form: ß | 252£^ 
•'0 

zeichnet man nun die einzelnen Differentialquotienten von I ^'"^'t nach z der 

Reihe nach mit q>(z)^ 5p"W, 5p'" (ä)... y^'^^C«), so erhalt man leicht , wenn 
man unter z nur reelle positive Grössen versteht : 



49 



»00 

s\nx,dx 



i 



Setzt man nun z=h, und zugleich h=rz—h, so wird: 
£^=y{Ä)+y'(A).i2=*)+y''(Ä).(^Vy'''(Ä).ff^V.^ . <9) 

Nun ist aber >•» .•» 

Da nun diese Differentialquotienten für positive reelle Wertbe von s sämmtlich 
endlich und stetig bleiben , so kann man für solche Werlhe von (j3— Ä) , für 
welche die Reihe 49) convergirt, dieselbe in's Unendliche fortsetzen, und man 



hat, wenn die einzelnen Integrale von der Forhi 1 ^'"^' „ mit S^_i bezeichnet 
werden 



r 

I sinx.di 

I [h-hx*] 



J. 



8ii,|^ -So-5i-(^-A)+5..(i5-Äf-S3.(^-Ä)»+...(-4r.S„.{;3-Ä)'»+, . 20) 



Da die Integrale S^, S^, 5,, S^...S^ eine abnehmende Reihe bilden und 
für yi=4 sammtlich positiv bleiben , wie gezeigt werden soll, so convergirt die 
Reihe Nro. 20), da sie abwechselnde Zeichen hat, für (2— Ä)<4. Die Grössen S,, 
S,, S^...S„ können mit Hülfe einer Recursionsgleichung alle aus S^, S^ be- 
rechnet werden. Denn differentiirt man den Ausdruck : ^^^^ ^ach x, und be- 

(%'¥x^) ' 

zeichnet man » mit g)«, so kommt : 

(%-¥X*) 



(cosic \ 



sino; ^ x. cosa; 



Also durch Integration : 

Integrirt man das zweite Glied zur Rechten theilweise, so ist : 



fl;. sino; 



^+ (2n+<).9„+, -2(n+1)«.9P„+,. 
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Vermiltelsl dieser Gleichung ist aber : 

Nimmt man jetzt diese Integrale von bis oo , so wird der Ausdruck zur Linken 
= s« Das vom Integralzeichen freie Glied zur Rechten verschwindet an bei- 
den Gränzen, und man erhalt : 

SPn+8 — (2n+2)Ä * 5^»+i 4.n.(n+1jÄ * ^^ 4.n.(»+4)Ä*+* 

oder wenn man A für js schreibt, nach der obigen Bezeichnung : 

^n+i — 2(n+4)A ' *^» 4.n(n+0A ' ^^-^ "" 4.n(n+4)Ä»+* •••»'«; 
FUr h=:\ findet man vermittelst der mechanischen Quadratur näherungsweise: 

S,= 0,35796 S, = 3,00287. . . . 

Setzt man der Reihe nach n=1, 2, 3...n etc., so hat man folgende Gleichungen : 

5 o. 4 « 4 






10. A ^4 80. Ä * « 80. Ä* 

• ••• •••• •••• 

«+i 2(n+4)A 4.n.(»4-4)Ä 4. n.(n+1 )*»• + ** 
Die Aufgabe, hieraus das allgemeine Glied Sn^^ durch Elimination zu entwickeln, 
wurde auf zu verwickelte Formen führen. 



- §. 12. 

/•oo 

In ahnlicher Weise lüsst sich das Integral 1 ^ behandeln , wo a eine 

positive reelle Grösse sein soll. Setzt man a^=;3, so wird dx = — ^ und die 
Grenzen sind jetzt u^ und 00. Dadurch erhält man : 

Substituirt man jetzt wieder x statt J5+a, so erhält man : 



I /2i+P "" * F V^^*^^' 



^) 



• 31 

Sei nun — =^== X, und wie vorher die Differenlialquolienten *der Reihe nach 

A'(*) A'W XW X('*> . . . , so findet man vermittelst der theihveisen Integration: 

A-^.X.(te==-e-^.{X+X(O+A(^)+xW+... + X('0}+y*e-^^ ..2) 

Nun ist nach den Regeln der DiflFerentialrechnung, wenn man den Ausdruck 
>.(^-i)(n-2)(» -3)....(n--2g-i-i) ^.^ /n\ bezeichnet und rechts y statt a;^ setzt : 

^ . 2 q \ij 



wobei die Coefficienten \Vj von selbst abbrechen. 

Ist jetzt f[y) = ,4 — i- = "7=1 = 4^ ' ^^ ^^^ ^^^ ' 



Bezeichnet man femer die Bröchej^^j-, (2„_4J(j„_3)'"(8„_<)(8»_8)..(Jn-8m+i)'" 
mit g,, g, • • • ?m) so hat man : 

S?' -^ ^ • ^H^ 

wobei nuoir„=^-,.(?)(5&)^...©(i^y-*.-0(.-J)---^^^- -• *' 
Bezeichnet man nun das, was aus Y wird, wenn man darin i^+a statt a; sub- 
. stituirt, mit U, so dass : 

wird, so erhält man mit Rücksicht auf die Gleichungen 3) und 4), wenn man 
jetzt in 2) von a;=u*+a bis a;=ae integrirt: 

/•" «-(«»+») i. 4. Ä.. («•+«) 1 .8.g.. («•+«)• 4. 3.5. IT.. («•+«)* 

•'«*+« . . .- .. „ ... „>», r°° 



A.9.6...{in-i].K„.{u'+«r ) ^ re-^^. .Y(»+') 

•'««-•.iit 



'). da; 

Bemerkt man, dass für den oben angegebenen Gränzwerlh «»H-a für x, der Bruch 
_y_ _ u*. (tt'+»a) d h. < * wird , so ist, wenn man den ächten Bruch 

«•(«'•+«■') = '**•*•"'"* . mit r, bezeichnet : 

*.-.-,..(?)-**'.-(3)^-'-(J)^-'-(")(^)'- ■••■•"' 

Das allgemeine Glied dieser Reihe ist aber: 



.5) 
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9m'\mJ \%J — (2n-4) (2n-3) (2n-5). .(2i 



ln-2m+4)* 1.2...m * 2"* 



_r/| n.(n--l) (n-2) (n~8) (n~2m-|-t) -„ _ I T 

"m/ '(211-1) (2»- 3) (2»- 5) (2n-2w+4) ' |«_r:l 



{gerade 
ungerade I 



d. h. also, da r^ ein achter Bruch ist, so sind die Glieder der Gleichung 6) 
sämmtlich abnehmende und < 1 , so dass ihre Summe liegen muss zwischen 

4 und 4— Ji-UJ-Yi d. h. ><— r^ . ^ ^_ und <1.- Bezeichnet man ferner 
den ebenfalls ächten Bruch \'*'^ mit r, so hat man, wenn das Integral 5) in die 
Gleichung 4) substituirtwird, und mit Rücksicht darauf, dass fr =m. yw^-hÄaist : 

l/2;ri^""2«./2^ri:u^ r 5?~""*"~i? s* +...-i-(-i) .: j^ss {../) 

Die Glieder innerhalb der Klammer nehmen offenbar so lange ab, als der jedesmal 
hinzutretende Faktor ^ ^~ {^'^ kleiner wird als die Einheit, d.h. also auch (weil 

iL <1) so lange: **"", ^'^ <4 ist. Aus der Gleichung ^"J'^' ^ ss\ findet man 

aber, wenn man, was hier erlaubt ist, äT^ä y setzt, 

n=^+i 8) 



d. h. die nächstgrOsste ganze Zahl , welche an — liegt. Die Bestimmung des Er- 
gänzungsgliedes mag nur angedeutet werden. Man erlängt sie am bequemsten, 
wenn man das Integral : 

setzt, wo A einen unbestimmten Coefficienten vorstellt, dessen numerischer 

r 

Werth kleiner sein wird, als die Einheit, denn das Integral I e~^. X('*'*'*).dx 

00 

kann bekanntlich dargestellt werden unter dem Symbol : -2(e~^. Xv**+v. d)^ wo 

das d eine bekannte Bedeutung hat; und da der Faktor e""* von e""(***"*'"^ bis 
e~** beständig abnimmt, so ist der numerische Werth des Integrals geringer, 
als wenn man statt dessen den constanten Faktor cC***"*"") setzt. Weil nun 
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so lässt sich hieraus schliessen , dass der numerische Betrag des Restes das letzte 
Glied in der Klammer nicht übersteigen kann. Das Integral 

.X. dx 






lässt sich in völlig gleicher Weise wie das vorhergehende behandeln, weshalb auf 
seine Darstellung nicht weiter eingegangeo werden soll. 

Bezeichnet man in Nro. 7) dieses §. die Reihe in der Klammer zur Rechten 
mit (1— <}), wo, wie sich leicht einsehen lässt, d<1 sein muss, so kann man 
das Integral 7) auch unter der Form darstellen : 






. 9) 



Ganz eben so findet man , wenn mit d^ ein positiver achter Bruch bezeichnet 
wird: 

-f. j e-^. Yx^-c^.dx = £l!Ü.t*.(/2a+ti*).(4-hdJ 40) 

•^14* + « 

zurückführen , denn man hat : 

/•• /•» >•* i«* 

r--' l^?;rr? rfr - ^■^;(^^-^^)^ - y^ ^--'-^ , ^"/••^••^ 1 f ) 
•/« •/ii •/« •/fi 

Nun ist aber, wenn man ot^ssjs , c2x=l --= setzt : 

Joe ^00 ^00 

Subslituirt man jetzt wieder x statt is+o, also sssrr — or, wodurch die Gränze 
u^-ha und od werden , so hat man : 

>•• /•» /•» >•• 

Nun ist aber durch theilweise Integralion : 

re^^^x^ = e-^. V^^i:^^ A-^. Y^?^^. dx. 

Nimmt man dieses Integral von n^-i-a bis x , so hat man in der vorhergehenden 
Gleichung : 
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I — 7===-= i— .wySa+M^-H-^.l e~^. y 0?^— a*.dcc —.1 , =, 



d. h. vermittelst der Gleicbangen 9) und iO) : 



/. 



0-**.iC'.(te i U ,yrr =- _,., «.«-«* 






Dadurch nimmt die Gleichung i i ) nach einigen leichten Reduktionen folgende 
Form an : 

I e-^\ y^a-ho^.dx = — ?^^L=. \d, .M^ (2a-i-M^)-i-a. (1 -d) . | . . .13) 
I ^ att.j/2a+tt* ( * ' ' ' ) 

f" . ^ 

Auf ein Integral von der Form I e"*^. ( ]/a?— c) .cfcc Imsst sich ferner auch 



,1 j e-i'"* 



das Integral I 6~> ^Ldx zurückführen. Setzt man nämlich x-i — =g>j so ist 

hieraus a?= 2±J:^2LZ_i. Nun ist für a? = u , 5P=sw-i-— ; f/y*— 4j8 = 14——. 

Soll daher für 5P = w-i-— auch wieder a? = M werden, so muss in dem vorher-* 
gehenden Ausdruck für x das obere Zeichen genommen werden. 
Alsdann hat man : 



j:-(-i).^=t.jj.%..,*j^j 



H) 



If u 

Wendet man auf das zweite Integral zur Rechten die theil weise Integration an, 
indem man bemerkt, dass — ~J==d. 1/^qo*— 4j5 ist, so wird: 

u u 

und 

u 

Weil auch femer : 

• CO 

ist, so geht dadurch die Gleichung 4 4) über in : 



J U' 
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u 

wobei das Integral zur Rechten für 5P=2)/^ir, dy=2|/7^(te die Form an- 
nimmt: i.a.fe^^y^'^ . ya^—^.dXj wo q = --—rhi -h -^f ist. Setzt man 

}/.T^— 1 = Ä', und die Differentialquotienten XO), xW, Ä'W. . . XW, so ist lür 
2 y^=a durch theilweise Integration : 

/e— .X.d.= -i-.— .|x-H4Vf-H...^j-H^^./e— .A•(n■^O.d.. 

Hierbei lassen sich nach dem unter Nro. 9) entwickelten Verfahren die einzelnen 
Differentialquotienten und für betrachtliche Werthe von u das Integral 45) er- 
mitteln. 






Macht man dagegen in dem Integral | den Nenner rational ^ indem 



man y^2g-i-CD^ = js — o? setzt, so wird x = ^ ^ , }/2j-i-(r* = ^ ^ ^ , ^ 
cte =-i-5l±|?l^, femer : a? = f Yä^-h^ j — g. In Beziehung auf die Gränzen 
hat man für x^Vy z= Y^q-h^+v, für aj = oo , auch j5=^ . Setzt man den 
Ausdruck |/^2g-l-J^-W = u, wodurch v = ^(u ^ j , so erhalt man : 

Je <. ,.;.^- + 6 ^ J^__, 
oder wenn man links x statt js^ setzt, und rechts z statt o^ : 

d. h. für z-hq^Xf z^^X'—qj ^und v^-hq = iCu^-h'^) 

f :-(-¥). f = .f^ ,e, 

•'.• •^*(»"+¥) 

wo das Integral zur Rechten für ein hinlänglich grosses u schon unter Nro. 9) 
dieses §. entwickelt gegeben ist. 
Die Integrale 

/ g-^'.uVdtf / »g-^V du Pe-'^^.u^.du P e"'* . du 

bieten, nach Roberts {Liouville i852, Marzheft),fUr die speciellen Granzwerthe 
Oy 6 und 00 , wobei die vorausgeschickte Methode keine Anwendung mehr findet, 
noch eine merkwürdige Relation dar. Für 
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ie-''\dx^k, ie-V\dy-k 



folgt : I I e" (^* -•■«'') .dx.dy = k^, wo bekanntlich A* = ^ tt ist. 

Fuhrt man nun in diese Gleichung elliptische Coordinaten ein vermittelst der 
Formeln : ^ -I- n^p = ^ j und ^ — p^^^ = 1 , (wo /u und y die Verander- 
lichen; b eine Constante ist) ... so hat man hieraus nach leichter Rechnung : 
a* + y» = /i» + r»-ö». und dx.dy=:-^^^^=. 

Dadurch ergibt sich, mit gehöriger Rücksicht auf die Granzgleichungen und fl)r 
u statt fi und v : 

Jb •^0 •'6 «^0 

Die weiteren Folgerungen mag man am angeführten Orte vergleichen. 



AuJBwerthung bestimmter Integrale durch die Variation 

der Constanten. 

§: 13. 

In dem folgenden Abschnitte ist die Ermittelung bestimmter Integrale ver- 
möge der in der Ueberschrift bezeichneten Methode von der Integration vollstän- 
diger oder reducirter linearen Differentialgleichungen abhangig gemacht worden, 
und es mag hier in aller Kürze Einiges über das bei der Integration einzuschla- 
gende Verfahren vorausgeschickt werden. 

Ist man bei der Aufsuchung eines bestimmten Integrals zu einer Differential- 
gleichung, etwa : 

^•S^-ä*-S-*-^-y = 5^(^) ^) 

gelangt, (wo A, B und C constante, von x unabhängige Grössen sind), während 
fUr die reducirte Gleichung : 
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das allgemeiDe Integral : 

y = a.e^»^-l-6.ß'"«^ 3) 

gefunden wurde, so setze man für die vollständige Gleichung dieselbe Form 
voraus : 

y = (c + M)e*"«^+ (c^ +t;)e"*«^ 4) 

wo jetzt c und c^ die neuen Gonstanten , u und v aber noch zu bestimmende 
Functionen von x sein werden, auf deren Ermittlung es zunächst ankommt. 
Durch Difierentiiren nach x hat man aus der Gleichung 4 : 

g = m,(c + M)e'»i« + m,(c, + t;)e"».^-he^i^.g + e«».^.^ . . 5) 

Behufs der Vereinfachung und zugleich zur Bestimmung von u und v setze man nun : 

em.»,g^^,a?^*^0 gj 

Aus der so reducirten Gleichung ergibt sich durch ferneres Differentiiren : 

g = m,^(c+w)e'».^ + m,(c,4-t;)e'».^-|.m,.e'^*^.g-hm,.e*»»^.~..7) 

Fuhrt man, mit Rücksicht auf Nro. 6, die Werthe von ^ und ^ aus 5 und 7 in 
Nro. 4 ein, so ist : ^ 

Da nun aber bekanntlich m^ und m, Wurzeln der Gleichung 
sind, so reducirt sich die vorhergehende Gleichung auf: 

^^i^*''-S+^«^'''-£=s^f^) «) 

Die Gleichungen 5 und 8 dienen nun dazu , die Grössen u und v zu bestimmen. 
Man findet leicht : 

Während die Gonstanten dadurch bestimmt werden , dass man in den Gleichun- 
gen 4) und der reducirten 5] für x irgend einen passenden constanten Wertb, etwa 
setzt, so dass man für diese Werthe von x das gesuchte Integral schon kennt. 



In der Folge wird häufig Gebrauch gemacht von einigen bekannten Integra- 
len; die deshalb hier zusammengestellt werden mögen. Das Integral 



J (a+W) 



58 

wo a eine von der Null verschiedene positive Grösse sein muss , gibt von 07=0, 
bis xssoo integrirt: 



f 



e-(«+*'>.da; = -L_ = '^ <) 

0+6» o*+6' ' 



Nimmt man nun links und rechts die Trennung des Reellen vom Imaginären vor, 



so hat man : 

a 



C 

I e^^.cosbx.dx = ,"., 2) 



1 



/e""^.sin6aj.dcc = HiXft« ^) 


Integrirt man in 2 zum zweiten Male , nachdem man auf beiden Seiten mit db 
multiplicirt hat, von 6=0 bis 6=6, so kommt: 



•^0 



,6-^.?^.(te = arctg| 4) 

Hieraus folgt für 0=0 : 



I sin 



sin bx j TT M . 

.(te = - 5) 



X 

welches letztere Integral, wenn man bx=z setzt, auch die Form annimmt 



f 



ainz , n 



►^0 

Femer ist, nach Min ding' s eleganter Herleitung (Integraltafeln von Minding, 
Seite 59 und i 47) : 

a^-\dx ^ ^.g-y-^)«* 
«. sin 



f 



a;n+e« T-ii (m<n,-^<a< + 7r) .... 6) 







Setzt man hierin ~ statt a?, und na statt a, so kann man diesem Integrale auch 
die Form geben : 

I ar'\dx ^r.d-C»»-*»)" ^ , 

•'o • * 

Namentlich ist hieraus für mss4 , n=Sl : 

_J?_ = ^.e-«* 66) 



I 
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Setzt man x statt af^, und ^=^ß {ß<^)} so nimmt das Integral 6) auch die 
einfache Gestalt an : 



i 



1S^ = .-S^-"-^-'*^"' (0 </?«);(_.<«<+.)... 7) 



Von diesem Integrale sind in Minding's Tafeln (Seite HS und 449) durch Difie- 
rentiiren und Integriren nach den darin vorkommenden Constanten eine Reihe^ 
merkwürdiger Integrale abgeleitet, von denen sich, soviel mir bekannt, viele 
sonst nirgends finden. Für a=-0 geht aus Nro. 6 das Integral hervor ^ wie es 
zuerst von E.uler gefunden wurde. — Setzt man in 7) einmal — a statt + ce, 
so findet man durch Subtraktion beider Integrale : 



I 



QO 



a;*-l-2a;.C08a-i-4 ainfiir' ««*—«-«* sinfin.sina ' ' - ^) 



^0 
Nimmt man in 7 die Trennung des Reellen vom Imaginfiren vor, so hat man : 

00 

x«H.to.co8.H.4 ,-i^-(co8«-/»)«-»s.n(4-/J)a) 

Vermöge der Gleichung 8 findet man hieraus durch eine leichte Rechnung : 



I 



•'0 



..'l-2..C0Sa1-4 = 8ioa.8in^. '(^</^<^> -^<a<+^) . . . 9) 

woraus man sieht, dass die Gleichung 8) auch noch richtig bleibt, wenn ß gleich 
der Einheit plus einem ächten Bruche wird, für welchen Werth die Gleichung 7) 
nicht mehr richtig ist. — Die von diesen abgeleiteten Integrale mag man am an- 
geführten Orte vergleichen. 

Durch Differentiiren nach ß und Integration der so entstandenen Differential- 
gleichung findet man (Integraltafeln von Minding, Seite 457): 



•^0 



• e-^«+/^')^.aj«-*.(te=j£J^ 40) 


Sei a-hßi^^r. (cos y+i sin q>)=r.e^, so dass r*=a*-i-/3*, tg y = ^ , so ergibt . 
sich aus der vorstehenden Gleichung durch Trennung des Reellen vom Imaginären : 



I 00 



J6-«^.cos/Ja?.a^-*.cte = ^.cos(n5p) 11) 


J6-«^.sin/Jx.x«-*.dx=^.sin(ny) 12) 

8* 
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Die völlig strenge und elegante Herleitung des Integrals JO), aus dem sich die In- 
tegrale i i ) und i S) so einfach ergeben, umfasst am abgeführten Orte kaum 6 Zeilen. 
Man vergleiche damit die Beweise von Euler (Institut, calc. Integr.), Poisson: 
Journal de Vdcole polytechniqice, Gah. XVI und XVII. Die Integrale 44) und 42) 
besitzen noch Gültigkeit für a=0, wofern n positiv ist und zugleich kleiner als 

m 

die Einheit. Sei a=0 und n= — , dann ist 9) = -^ und r=ß^ . Dann ist: 

icosßx.xn \cto = --^.cos(^j 43) 



sin/9aj.aj"^""Vda? = -^.sin(~^) (m<n) ... 44) 




•0 
Man vergleiche darüber Minding's Integraltafeln Seite 458. Hieraus ist für 

j cos/9x^(te=: |sin/9ac*.(te===yl/^ 45) 

welche Integrale sich auch aus dem bekannten : 






ergeben, wenn man darin statt a. . ./?. yT setzt, und nun statt yT seinen be- 
kannten Werth substituirt. 

Der Kürze wegen sollen in der Folge die Differentialquotienten wie t-i , ^ 



immer mit cPyxy dyx ®^- bezeichnet werden. Nun sei das Integral 1 •jrjiü — i-— =y» 
so hat man durch zweimaliges Differentiiren nach a : 

.00 



4? 

•^0 



, icosax.dx ^ l sin ax . oc^ doß 

I sin ax (a;*-i-r*g*^*) dx « 2ui | s^Pfla? ^ 

oder A„=- r?^!^+r'e^'*{i^^.f . 



6i 

Dies führt mit Rücksicht auf Nro. 5 §. 1 4 zur Differentialgleichung 

Substituirt man ä für y ^^^i — , also d^js^ statt d^y^ , so ist : 

Das Integral dieser Differentialgleichung ist : 






SO 



dass y==?^i|I^ + c,.e»'<''**«+c,.e-*-«'''^ wird. 



Weil nun sin ax, wie gross auch a sein mag, nie die Gränze +1 und —^4 
überschreiten kann , so kann auch das Integral y nicht ipit a zugleich unbegränzt 
wachsen. Ist nun r eine positive Grösse und ^<^, so kann die Potenz e^^^*^ im 
Integrale nicht vorkommen. Also muss 0^=0 sein, so dass man hat: 



n,€ 



^tfli 



g^re^a 



Die Gonstante c, wird bestimmt, wenn man in dy^} <^=^ setzt. Dann ist einer- 
seits (dyj^= I -5-j^j^ == ^LiLJ!! und anderseits (dyj^= -^c^.ref*', so dass 
man erhält : ^ g»g"*^ 

Demnach erhält man fllr das gesuchte Integral: 



Differentiirt man auf beiden Seiten nach a, so findet sich: 

|Q0 



f. 

•^0 






Setzt man in der Gleichung 2) einmal — /u statt h-ju, so ergibt sich, wenn man 
von der so entstehenden die Nro. 8 abzieht: 






I et^^t-^i^ ( ^ 



r*+2r*.cosV-^+^ ^»^ 





oder 



Jr C08aa?,<te w.e"'^'**»*'* . / . . x q\ 

^ ^^ I ^ ^ = ^ ■ . ^ — . sm Wa sm iu+u) 3) 




Durch ferneres Differentiiren nach a erhält man noch: 
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r«+ar'.co,ä^.x'+x' = ir'.sini^ • SiD (ra s.n m) 4) 



?+8r'. cos »^.a^-^x» == - »r. »in 8^ ' "° (^-^° ^"^ ^'^ ») 



'0 

Ja:*. Sin oos.dB w.«-"««"* 

Ir 
A 



■ ^ , r — = — r = ^ . ^ — . sm (zu— ro sm iu) 6) 



Man erhalt die Integrale 3) und 5) auch unmittelbar durch Trennung des Reellen 
vom Imaginären in Nro. 2. Aus den 6 vorhergehenden Integralen erhält man 
für /u=0, wenn zur Rechten in 3), 4), 5) und 6) die Werthe der Funktion - 
auf bekannte Weise bestimmt werden : 



00 



f 

•^0 



sin oo; dx ^ /j — .rax 



00 

cos ax.dx JT.c"'''* 

7) 



f 

I r^-^x* 2r 



f 

Ja 



cos ax.dx w.(ra+4). «"'■'' 



\ X, sin ax.dx ir.a.e"*'^ 

I ~F+^*)*^:J" rr~ ^) 



0^. COS ax.dx ir.(4~ra).fl~''" .^. 

I (r»+a?')» "• 4.r ^^) 





f 



a?*. sin fla?.dp 7r.(2--ra).g~''*' .. 



Sei femer ju = ^, 2ju = ^; cos ^ = sin /u=^ |/^ und 2a statt a gesetzt: so 
hat man in Nro. 3, 4, 5, 6: 



1 



<^*<^-<^ =,ülVl.e-»-'»K».(cos(mVl)+sm(ra/2)) . . <2) 



«.sinSaas.da; ».«"""'VT^sinro VT .„, 

I »*+«• = TP . . iö) 
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— zjrr^ = ^ .r .(cos(roV2)-sin(ra/2)) . . 44) 



I ^T^?— = 1 •cos(raVT) . . . 45) 



Das Integral 3) kann man, nach Poisson^ auch betrachten als die Gränze, wel- 
cher sich das Integral \-^ — . cos oo?. da? __ für ein sehr grosses 6 nähert, 
^ lr*+2r».co8 2^.a?*+ic* ^ ° ' 

und nun die unter diesem Gesichtspunkte hervorgehende Differentialgleichung 
d*^^— 2r*. cos 2ju,d*ya+r^.y=0 integriren. Wenn man die hierbei auftretenden 
Potenzen von der Form e"^^"^ nacbPoisson als ungeeignet bei Seite lässt (d.h. 
die entsprechenden Gonstanten =0 setzt), so wird die Anzahl der zu bestim- 
menden Gonstanten auf die Hälfte herunter gebracht, und so das Integral be- 
stimmt. Das Resultat stimmt mit Nro. 3) vOllig überein. 



§.16. 

Es sei a-i-/?i = rje*'", also: r^ss y^a*-h/J*; v = -J^arctg-^ , so hat man 
nach §. 44, Nro. 40: 

e-(«+/*0*' .dir = i I e-(«+/»<)«.cc*-t .(to = t -öi) , 
I, J, (•+'»')* 

oder: 

/•* 
e-{<'+ßi)^\dx^^.e-** K) 



•^0 



Durch Trennung des Reellen vom Imaginären folgt hieraus : 

-0M5" 



f 

/• 

•'o 



''•.cos/Ja='.dir=i]/f.]/j^±i^ = :^.co8,. ... 2) 



-'«'•.8in/?a^.(te = i|/f ./^i^^ = :^.sia>.. . . 3) 



Beachtet man , dass die Funktionen unter dem Integralzeichen fbr — a? statt +a; 
ihre Zeichen nicht ändern, so kann man die Gränzen von — oo bis +00 aus- 
dehnen. Sübstituirt man jetzt x statt a?, so erhält man durch geeignete 
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Zerlegung für jedes der gegebenen zwei neue Integrale mit den GrSnzen von 
bis 00 , die fttr — statt x in einander übergehen , d. h. also einander gleich 
werden. Mit dieser Bemerkung ergibt sich : 

L-«P*+>) . cos/J (c^+^).dx =i y '^^. e-««. cos[>+Hiip) ... 4) 

Ja 



f 



e-«r*+P) . »in/? (a»+-y) .dx =i Y'L^. e-*«. sin {y+it^iv) ... 5) 
von denen spater Gebrauch gemacht werden soll. 

Das Integral | e-(^+^')^*±*0'+^0^. dx =y hat für das obere Zeichen im 



Ja 



Exponenten offenbar so lange einen endlichen Werth , als a eine von der Null 
verschiedene positive Grösse ist, und für das untere Zeichen auch noch y wenn y 
positiv oder = und zugleich or s=s ist. 

Setzt man der Kürze wegen a-i-/?f ssTje^^^sr» (cos2v-i-fsin2i') = o* und 
(y+di) s=r.e^'s=r(cos/u-i-f sin/u) , so hat man: 






und durch Differentiiren nach r: 

|00 



•^0 



und folglich : 

indem unter diesen Bedingungen der Ausdruck zur Bechten in a) ein vollständi- 
ges Differential wird. Die Differentialgleichung 

c) a^ e'I^K dyr - 2re^'. y = ± 1 
hat, wie man leicht findet; zum vollständigen Integral: 

wo c die Gonstante, u eine zu bestimmende Funktion von r ist, und 6* = — i — 
der Kürze wegen steht. 
Hieraus folgt : 

e) • . . dy^ = 26»r (c+m) . e** *•* + e^' ^' .dur.' 
Führt man diese beiden Werthe , y und dy^ , mit Bücksiebt auf die Bedeutung 
von 6^ und a* in die Gleichung c) ein , so kommt : 
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woraus : 



«' ""iS-i"-*"' 



sich ergibt , während für r = gefunden wird : 



Jq 

Somit hat man fbr das gesuchte Integral , wenn man die angegebenen Bezeich- 
nungen beibehält : 

J|g-(a+/?OaJ*±»(y+(y.')a:.ete = (^.e-^»±^.L^^^ ...6) 

' Jq 

Nimmt man einmal das obere , dann das untere Zeichen , so hat man durch Ad- 
dition und Subtraktion in endlicher Form : 



•^0 



L-(«+/?•>^(ß2(y+<y•>-e-2(y+<y•>).dx==■J.e^"^ 8) 

Jo 

Durch Trennung des Reellen vom Imaginären hat man aus Nro. T, wenn man den 

Ausdruck -^. cos 2 (y—/u) mitp, und — j-.sin2(y— ju)+v mit g bezeichnet, wo 
r,r^jV und fx die oben gegebene Bedeutung haben : . 






-a^\{ß«;'^.cos(/9a^--2(Ja;)+e-2y^.cos(/9a)*H-2(J;r)}.(te==J^^ ..9) 



,-Vi! 





während : 



p = , cos(arctg— — 2arctg— ) 



und 

q = ; "*" ■ , sin(arctg— — äarctg— W arctg— ist. 

Bevor man in dem Integrale 8) die Trennung des Reellen vom Imaginären vor- 
nimmt, hat man zu unterscheiden, ob — <3, oder — >3 ist. Im ersten Falle 
wird man das Integral rechts direkt entwickeln, indem man hat: 

9 
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e""^ ^ . (te = I e ;:« . cte = r^ I c 

__ r».e-*(»'-A«)i r^.e-^C^-A*)» r^e^-^C'^"^)* 
"^ äTrjTTT ' r*.5.2/ 7.rJ.8/ "^ * ' 

wobei nun : 

r*. co8 2(v— ^) r*. cosk{v—fi) r'. co8 6(y--/i) 



P=:r. 



3.r».4/ 5.r*.2/ 7.rJ.3/ 



^"" 3.rJ.4/ 5.rj.2/ 7.r;.3/ 

/?»=P*-H02, Ig9) = -J- ist. 

Nun ist ferner ^e**'''"*"^*=-^e^""*-*» , wobei vermöge der Bedeutung von 

o* und 6*. . . p=(^^y. cositv— ^). . . ä^ss^^^V. sin2(v— ^) -i-2y— /u ist. Sei 
nun 5^ — ^ = £ , so hat man : 

Also für — < 3 aus Nro. 8 , wenn man links zerlegt : 







{e^y''.cos{ßx^-'idx)-e-^y'^.cos{ßa*+iSx)).dx = '"^ ^,'^" U) 



e-'"'\{e'r'^.sm{ßx'-'i8x)-e-'y''. sm{ß3^+iSx)).dx = '^^J'""* . ... 42) 



p = (^j . cosi{v—fi) . . . « SB f^^j . smi{v—fi) + iv—{(i+yi) 
r» = y«+<J»; rj = /i?:i:^; tg2r=4; tg^^f; tg9,=|-. 

Ist aber -<> 3 , so nehme man statt des Integrals zur Rechten in Nro. 8) das 
complementäre. Es ist nämlich : 



dx\ 



= !VJ^. e-(^-.')._r^ . f e-*'-«'<^-'>'. 



dx , 
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Nach §. 4, Nro. 4 , S und 3 ist aber für dies letztere (ntegral; wenn n = 2; gefun- 
den worden : 






wobei 



( g-x-.a-vA.-^,.^ dir = ^ . "^-^ . (P-hiQ) , 



D -_ i r;.4.co8a(Ai-») , <.8.rt.co8 4(<ti-») . „, 4 .3.5. .(am--4).r«*», cosawl^-y) 

n— 4.rJ.8in8(^-v) < .3. r*. sin 4 (/*-») ^ ^ j\m-n < .8>g..(gt»--4).r«*^. sinam(/i~») 

während m die nächst grösste ganze Zahl ist , die an l^j liegt. 
Setzt man nun der Einfachheit wegen : 

^ = (^)*.8in2(At-y)+2(iU-i')-9), 



so wird : 






00 



-xU'(^-')\ d^j, ^ Ii«. e-P. e-*.'". 



e j. 



Dadarcb erhalt man aber jetzt für das Produkt : 

dx 



•'0 






r, r ' 

wobei «=(— j •sin2(y— /u)+y, undp wie vorher. Somit hat man, wenn — >3, 
für das Integral durch Trennung des Reellen vom Imaginären : 

-««".(e*/^. cos(/J(B*-2dir)-e-*/^. cos{ßa^'hidx))dx:=^.eP.coss-—, co8[ix-q>)..A3) 



Je-«^\ (e*y^. sin(/9x*-2da;)-e-*y^. sin(/9x*+2<fe))(te= 


Ehe wir zur weiteren Entwicklung des Integrals 6) schreiten, mOgen erst 
einige Specialisirungen aus den vorhergehenden Resultaten vorgenommen werden. 
Zunächst ist in Nro. 7 und 8 für /?=0, d=0 



9* 
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•^0 Jq 



= .le-^'.dr .... 16) 





Wenn der Quotient -7= > 3, so kann man statt des Integrals zur Rechten das 

complementäre nach der früheren Methode nehmen. Sei~y= = u, so hat man 
in Nro. \ 6 : 

wo wiederum m die nächste ganze Zahl aus -^ vorstellt. 

Ferner hat man in Nro 7 und 8 für a = a^, /?=0, y=0 die bekannten 
Resultate : 







e"*** ^*.cos2(Ja;.dcc= Y^.e a' 17) 



le-«' ^*.sin2d£c.dcc = a.c o» .1 e+^* 



' dx 18) 



Ist nun der Quotient — > 3 , so hat man nach §. 1 und 2 für das letztere In- 
tegral, wenn — = m gesetzt wird : 

p--"=-.™«,,..*.=^.(.+J,+^.+!^.*...+!i|s^),.,8, 

wo w = tt'^ + p..(p< 1) d. h. die nächstgrössere ganze Zahl, welche an u* = -y 

liegt, während die Gränze der Annäherung durch den Quotienten — ^ ausge- 

8 
drückt wird, wo e ein achter Rruch ist. Für — = m = 4,5 wird m = 21, 

und lg — ^ = 0,22660141 — 10, so dass man also in diesem Falle, das Integral 

bis zur 1 0ten Decimale richtig erhält. 

Für d = wird in Nro. 9 a = 0, r=:y, also: p= ^-— ^ =-* cos2y = p, und 

flf=-7=~==. sin2y = g.. Demnach hat man : 



f 



e-«^'.{e*/^+e-»y*). cos/Ja^. (te = l5.cP..cos9, ... 20) 
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j- 



Für denselben Werth von d, ^=0 wird in Nro. 11 und 12 : 

p = (— y. cos2y = — 7^=,cos2v ; s= , \ .sin2y4- (2y — y). 

In den Reihen fUr P und Q ist daselbst ju=0 zu setzen. 

Bezeichnet man die vorhergehenden Werthe von p und s mit p^ und 5^, und 
eben so den aus diesen speciellen Werthen von P und Q hervorgehenden Werth 

von Ä, (R^=P^+(?*) mit Ä,, so hat man in Nro. 11 und 12 für ~< 3 : 






e'-a^\{e^y^^e-^y^).co8ßa^.dx = ^^.R,.coss, ... 22) 



e-«^*.(eV^-e-*/^). siniSa;».daj = ^^.Ä,.sin5,. . . 23) 



Dagegen hat man fUr ~ > 3, d. h. ^ > 3, aui^ Nro. 1 3 und 1 4 

y» y» 

P=-7===-cos2v=P4, s. = -74==.sin2>' + y, 

während fUr ft=0. . . die diesen Nummern vorausgehenden Reihen fUr P und Q 
einige Veränderungen erleiden, indem P dieselbe Form, nur ^^=0 darin, beibe- 
hält, ändert Q fUr fi=0 ganz und gar seine Vorzeichen, so dass statt +9) in der 
Endformel zu setzen ist —q>. Dadurch hat man in 1 3) und 1 4) mit Rücksicht auf 
die Bedeutung von jR^, welche Nro. 13 vorausgeht: 

Je-«^*.(e2y^--e-V^).cos/?a^.(te===^.ePt.coss,-.^.cos(iW+9) 24) 

,00 ^ 

e-«^\(e^/^-e-*/^).sin/?a^.(te==J^.ePi.sin5,-^.sin(iu+9) 25) 



i 



♦"t 



Für y=0 wird in Nro. 9 und 10 tgjw = — = qo , d. h. juä—, so dass daselbst 

p = , . . cos (2y — TT) = , . cos 2y = — P- , und eben so 

</ = ^ , , . sin 2v + y = q. wird. Dadurch hat man : 



I 



e"""^*. cosj8a^.cos2da;.(te = -!— .c""^*. cosg^ .... 26) 



27) 
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Id Nro. H und 12 wird für y=:0, ^=~ ; r=s:d, q> negativ also: 
wobei: 

p • ^.COSSv ^.COSiy ^.C0S6» ^ 

■^TTrjTTT ■*" s.rj.Ä/ ■?" 7.r;.8/ "*"••" 

^_ J'.singy y.8in4» y.8in6y 

^~ t.rJJ/ "*" 5.rt.Ä/ ■*" 7.rJ. 8/ ■*"•*• 

Ferner hat man daselbst : p = , . cos 2^ = — p- , 

'^'V^'^ 2.+2.+9,-^= -f -.5. , ^.=y=- sin2.-(2.-h9). 
Dadurch erhält man, wenn — < 3 , d.h. . < 3 : 

ß—^^* ,siußa^.sin2dx.dx = - — ^^-^.sins^ 28) 






e-«^\cos/?a:*.sin2da;.dx = ?--!^.coss, 29) 



In den Formeln i 3) und U), für . > 3, y = 0, wird 

pi= — ( — ) .cos2y= . cos2y=— p. ; 

5 = , .sm2y-hy= — «, ; 

9 wird negativ , und man erhält, wenn statt A. cos^ und R. sin^)..? und Q ge- 
setzt wird : 

fß-«^\sin/?a^.sin2da;-(te = J^.e-''«.cosS4 — ^ ... 30) 

Jc-«^*-cos/Sac*,sin2dar.(te==i^.c"^*.sin54---^ ... 31) 


Die Integrale 26, 27, 28, 29 etc. haben bekanntlich noch endlichen Werth, für 
asO, wenn ß nicht Null ist. 

FUro=0 wird2y=:Y, d. h. y = y, dann ist in Nro. 26 und27p4=0, 

dagegen j^ = ~- — , r,= VT". 

Dadurch erhält man in Nro. 26 und 27 unmittelbar : 
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lcosiSac*.cos2d£c.(te = l/-^.oosr~ — -y) 32) 





Hieraus hat man für d=0, wie bekannt, wieder: 

»00 



I cosßa^.dx = i sinßa^.dx = \y ^' 



Statt die Integrale 28) und 29) für a=0 zu behandeln, geht man bequemer zum 
Integrale 8) zurück. Daselbst findet man, mit Rücksicht auf die Werthe von 
c? und l^y nach leichter Rechnung, für asO, ;/=0 : 



Ja Ja 



/o ■ ■ Vi) 

d 



n /• 

Rezeichnet man der Kürze wegen --= mit t«, und die Integrale jcoscc^.dx und 
j sin ar.dx mit P und Q , so findet hieraus man durch Trennung des Reellen vom 



/o 
Imaginären : 






cos/Sa:*.sin2dir.(te = -r=.(sinM*.P— cosM^.Q) 34) 



^0 
boo 

I sin/?ac*-sin2dx.(te = 'r?=.(cosw*.P+sinw*.0) 35) 

Für hinreichend grosse Werthe von u (u> 3) kann man statt der Integrale 
P und Q zur Rechten ihre complementären aus §. 4 Nro. 43 und 44 für n=si 
einführen, indem man beachtet, dass 

P = I cosa^.dx = 11/ ? — I cosaD*,(te 



= I cosa^.dx = jl/f — I C( 

Q = I sina^.dcD = i|/^ - 1 sinac*. 



und eben so : 

mU 

^.dx ist. 
Setzt man in den Formeln 43 und 44 in §. 4 9=s4, a=:u, n=:2, und 
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„ _. 4.8 , 4.3.5.7 . ^,T 4.3.5. ..(2m-4) 

n— "• 4.3.5 , 4.3.5.7.9 , .."T" 4.3.S...(2m^-4) 

(unier m die nächst kleinste gerade und m^ die nächst kleinste ungerade Zahl 
verstanden, die an if liegt), so hat man: 



Jl cos/?x*. sinidx.dx = — ^.l/^.(sinM*— cosm*) + -* 




36) 



r 



ßx^. siüidx.dx = -±=.T/i.(sinw*-hcosu«) - |i ... 37) 



Wenn man in den Integralen 9, 10, H, i2, 13, U —d statt -hd setzt, was 
offenbar erlaubt ist; so erhält man noch, und zwar zum Theil in endlicher Form, 
die 8 folgenden Integrale : 

/»oo 

/»OO 

I e-^^.[e^y^±e''^y^). cos ßoc^. sm^dx.dx 



f 



ß-«^*.(e*/^Hhe-*/^). sin/9a^.sin2d£c.(te, 
/o 

indem man rechts — u statt +ti zu setzen hat, wobei dann die vorstehenden In- 
tegrale selber als Summe oder Differenz der entsprechenden Ausdrücke zur Rech- 
ten hervorgehen. Aus den vorstehenden Integralen lassen sich aber wieder leicht 
zusammensetzen die 8 folgenden : 

X>ao 
«-«^. (e*/*+e-«y^) . cos(/?a:!*+2da;) .dx 

/»OO 

I e-«^\ (e^/^±e-*y^) . sin {ßx^±^dx) .dx 

wobei wir uns übrigens mit dieser Andeutung begnügen wollen , und nur hin- 
zufügen, dass in all diesen Fällen a eine von der Null verschiedene positive Grösse 
sein muss. 

§. 17. 

Lassen wir nun in der Gleichung 6 des vorigen §. das obere Zeichen gelten, 
so kommt : 
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•'O . •'0 

wobei b=='-^-^,a=r,e^^; tg/i=-, tg2v=^,r,^= /^»^^, ?-2=/-h(J*. 

Ist nun ( — j < 3, so hat man durch direktB Entwicklung des Integrals zur Rech- 
ten nach dem vorigen §. : 

yo 

wo nun: 

p r*. cos^ifi^v) r*. C08 4[jti— y) r^. C08 6(f^— y) 

^^ r,».3.4/ "•■ r/.5.2/ r.V7.3/ "*" 

^__ r.*8in2(^— y) r*. 8in4(^— v) r\ 8iD60ti— y) ^ 

^"^ r,M.4/ r/.5.2/ r/.7.3/ 

Ä* = P* -h Q*, tg 9 = I ist. Setzt man ferner p =: T^) . cosSf^w — v) ; 

9= r^j .sin2(jw — y), so hat man in Folge der vorhergehenden Gleichungen 

für das obige Integral : 

woraus durch Trennung des Reellen vom Imaginären : 

foo 
ß-(«^' -*/^). cos (/9a:*-2da?).rfaj==^. j-i^ cos (g+v^ 
_ 



1 



^0 

00 



e-(«^*-V^). sin(/?a^-2dcc).dx=?^. \^. sin {q-hv)'h^sin (g^-2y-iU^-9) j ..3) 





Diese Integrale gelten gleichfalls für ein negatives d, wo dann auch fi nega- 
tiv ist, so dass alsdann : 

p = (^^. cost{v-hfi) =p, ; g = (^)^ sin2(y+/£) = g/ wird. 

Dadurch erhält man : 







'•-»/^). cos (/?a^+2dir).(te=^. j J^. cos (g, -hv)-h^. cos (g, +2v+^+y) j . .4) 

I e-(a^*-«/^). sin (/?a^+2dx) .cte=^. j ->^. sin (g, -hv) +^. sin (g, +2^+^^+^)) j . .5) 

indem jetzt auch P, Q, 'R und gp eine entsprechende Veränderung erfahren. — 
Aus den letzten vier Integralen ergeben sich noch durch leichte Rechnung die 
vier folgenden : 

10 
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«/o */o 

/»OO /»OO 

«/o «/o 

was hier nur angedeutet werden mag. 

Ist aber f — j > 3 , so werden die vorhergehenden Formeln unbequem. 

Dann ist in dem vorgelegten Integrale zur Rechten das complementäre Integral 
zu nehmen. Nun hat man vermittelst der Werthe von c? und 6^ und mit Rück- 
sicht auf die Formel 1 des vorigen §. : 

"J. "■ '■ J^ 

Nach dem im vorigen §. Mitgetheilten hat man aber für das Integral zur Rechten : 



^-^^'.dc 



J: 



wenn man wieder der Kürze wegen: p=(—] .cos2(ft— f), 9=(— ] .sin2{/4— y), 



Ä«=P«+Q«, tgy = -^ setzt, wobei 



„ . r, *. 4. cos a( jti—y) , r/.4.3.cos4(.M— ») , ^^^^i 4.8.5..( 8m— 4) .rt **'.cosam(^— y) 

^=^ PTa "*• PTä* ••••(-^) • äüT^Äi 

^_ l.r^'.sinaiii-») r/.4.3.8in4(;i-r) , 4\m+t <-3.5..(8m-4).r,*"'. 8inam(ft-f>) 

unter m die nächst grOsste ganze Zahl verstanden, die an l~\ liegt. Vermöge 
dieser Ausdrücke findet man für das verlangte Integral : 



Hieraus folgt durch Trennung des Reellen vom Imaginären: 

Jl g-(aa:*-2ya;), eos (/9ic*-2da;) .rfx=eP.^. cos (g-y)-^ . cos (^+9) ... 7) 


Je"(«^'-V^). sin (/9a^*-2cJcD) .dx^e^.^. sin (g-y)-^. sin Ow+y) ... 8) 


Für — <J statt +<J wird p = r^j • cos2(ft+v) =Pj, g= T^^ .sin2{y+^)=g4, 
während auch in den Reihen für P und Q,.(i positiv wird, so dass man hat: 

Jl e-(«^*-*/^).cos(/?a^+2<J,x).(te==6P,.l^.cos(9,-y)-^.co^ ..,9) 
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J g-(ax»-tyx)_sm{ßa*+idx).dx=ePi.^. sm(q^—v)—^. sm{(p-fi) . .10) 


,FUr (J=0 wird ii=0 ; r=y, p^^(0. cos«», 9i=(f9 • s«n2v, P und Q ent- 
sprechend verändert, so dass nacb Nro. 4 und 5 : 








-(«x*-2y^). cos/?aj*.cte=^. j^. cos (9,-1-1')+^. cos (g.+S»'-^) j. . .11) 



I e-(«^*-V^). smiSaj^.ete=^.j^.siii(g,-l-v)+^. sin((/,-h2y-9)) j. . . 12) 




während nach 9 und 10 

j" 

•'0 



-(««»-2yx). cos/J(K*.(te = e^i .^. cos(q,-p} - ^. C0S9. . . <3) 

D 

-(««*-»/«). sin/Sa!*.efcc = ePi .^. sin (j^--»') - ^. siny . . . U) 



wo nun -^ > 3 sein muss. 



Für/?=0 wird v=0, r,= V^=V^, also: Pi=(^) .cos2a*=7.cos2/£, 
5^=-H-. sin2^, so dass man mit Rücksicht auf die Veränderungen von P, Q, R 
und q> erhält aus Nro. 4 und 5 :. 

L-(«^*-V^).cos2<Jaj.(te = ^- jJ^.cos9,-hy=.cos(g,-i-ft-5P) | ..15) 



f e-(«**-*>'^).sin2<Ja!.da;=-^. j J^.8in9. + :p=-sin (?.+^-9>) j --^e) 



Dagegen ist aus Nro- 9 und 10 für ß=sO: 



I 



e-(«^*-*y*).co82da;.da5 = y=.V^.cos9,-^^.cos(9.-ft). . . 17) 
e-(<>ix'-tyx}^siai3x.dx = ~yit.smq^-^^ .sin{ip,-fi) . • ■ 18) 

ya '^ 



wobei R^ und qp^ eine leicht verständliche Bedeutung haben. 

10* 
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§• IS. 

Wird jetzt in der Gleichung 6) das untere Zeichen genommen, so hat man 
mit Rücksicht auf die Bedeutung von v? und 6^ und wenn man wie bisher 
p = \j^ * . cos 2 [^i—v] , q = \^ * . sin 2 (/w— v) setzt : 

- _. l _ Cr, \ 

( •^ ) 

Sei nun — <3, so bat man durch direkte Entwicklung: 

r 



; 



f 



r r". cos2{tt— i) r*. cos 4 (u— v) r'. cos 6(i*— r) . 
wenn P=- ^,..3.1/ + r.'.5.8/ r.'.7.8/ +•••• 

__ r*. sin 8 (^— y) __ r*. sin 4(^— ») r^. sin 6 {/n—v ) 
^ r,«.3.4/ r/.ö.2/ "*" r/. 7.3/ "*" 

R^=P^'hQ^, und tg9)=-^ gesetzt wird. 
Dadurch wird die Gleichung 1) jetzt: 



Durch Trennung des Reellen vom Imaginären folgt hieraus femer : 
e-(«^*+V-^).cos {ßx'^'h2dx).dx = ^^> j i|/^.cos(9-hv)-Ä.cos (9+2y-iu+9)) | . . . 3) 

e-'(»^''-^^y^).sin{ßoc^-^2dx).dx=r^. jijA^sin {^+v)-ß.sin(7-h2v-iu+9)) | . . . 4) 

Für d=0 wird r=y, iu=0, p= r-^^V.cosSv, qrss T-^^V. sin 2v und in P und Q 
ebenfalls /u=sO, so dass man hat: 






g-(a;r»+2/a^) cos/9a^.rfx = J^. j i/^. cos (g+y)-i?. COS ((jf+2y+9)) j ..5) 

,00 

e'i^^'-^^M.smßa^.dx^^. \iYn.sin{q'hv)-R.s\n{q'h2v-¥'<p)\ ..6) 



^0 

Für y=0 wird /* = y , r=:ß, p = (^)*. cos (2v— tt) = — (^j . cos 2y = — p^ 



g = (-^ j . sin (2y— TT) = — ( ~ j . sin 2^ = — g j . Ferner 



ist: 
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r r_ 



'-'"^dx^^iP-iQ) 



-, r». sin «» ^ f*. gJn 4» f^. 8in 6y 

V= r.'.8.4/ ■*' r.VS.S/ ■»'r/.7.8/ ^^ * ' * ' 

und ausserdem e('*~**')'=».e~*'". 

Vermittelst dieser Gleichungen hat man : 

oder wenn man t. (P—iQ}^Q+iP=T.e'f* setzt, wobei 7*=i*+0*, tg 9=-^ wird : 

Hieraus ergeben sich durch Trennung des Reellen vom Imaginären : 

je-«^*.cos(/?aj*-hada:).dx=^^. ji")/^cos(y-9j-r.cos(2y-9) | • • 8) 

* w w 

Wird in dem vorhergehenden Integrale 7) d negativ, so hat man — ^ statt +- 

zu setzen , wodurch sich ergibt : 



-«^^cos(/9aJ*-2d(r).(te=^• j+V^-cos(v-gJ + r.^^ ( ..41) 



r 

/O 



/O 

Woraus durch Trennung des Reellen vom Imaginären : 

fe-''^.s\a {ßa*-idx).dx = '-^.uV^-sm(v-q,)+T.sm{'iv-g>) j ..42) 
Aus 8) und H) erhalt man durch Addition und Subtraktion: 

-t/o 
|T-«**.8in/?a;*. sin2das.da;=^r.cos(2>'-9) <*) 

Und aus 9) und 12) durch dieselbe Operation: 



X' 



e-«^^ sin /?a?*. cos «dcc.cte = ^'^ .sin ((/i— y) 



= ?I^^J^.sin(a.-i') <5) 





e-«**.cos/?iC*.sin2dar.<te=^^-8in(2>'-g)) <6) 



j-'i.r . 
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Setzt man in Nro. 2. dieses §. a = 0, so wird 2v=r-^, '"^T* ^i^V^J 
p=-.sin2^; g = ^.cos2^; ferner: 



•'o 






^ r». cos a (i« - f ) r".co8 kU - f ) 
wenn man i»=- -,^j_^ + _-;A__Z + . . . . 

f». sin i{fi-^) f».8in4(M--=-) 
Demnach hat man: 

Hieraus folgt durch Trennung des Reellen vom Imaginären : 

*/^. cos (/?a^+2da?) .(te = ^ Ji V^^.cos r^-h ^ Vä.siu (g+ 

I e-*y<5. sin (/Ja!*+8daj) .da: = -^ • [i /^.sin (g+ j)--«.co8(g+9)-/») j .. 1 9) 
Für 0=0 und (J=0 wird in Nro. 4 dieses §. äys^Y, /t=sO, r=y, r,=5y^, 



f 



p=0, 9 = -^. Setzt man der Kurze wegen -^s=m, so hat man aus Nro. i, 
weil e"" * = — t 

|.V-....=^.(.^..-(-5)V.-..-.|,l...-,..,..) . . ., 

Durch Trennung de^ Reellen vom Imaginären ergibt sich hieraus nach einigen 
leichten Umformungen : 

j 6-^/^.cos/?a^.(te = -:^.]/|.(^^ 
Ja Jq 

Jl e-*/^.sin/?a:*.tte==^.l/^.(cosw*+sinw«)--^ 
»^0 

Setzt man in Nro. 17. d negativ^ so erhalt man mit Rücksicht auf die ent- 
sprechenden Veränderungen von fi^ P^ Q, p, q^ R etc. noch die folgenden 
Integrale : 

I e-»/'". cos (jSaj*— acte) doj und \e-^y''.sin(ßa?—%dx)dx ... 23) 

»^0 
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Durch Verbindung der Integrale 48) und 49) mit 23) ergeben sich sodann noch 
die ferneren Integrale: 

I c"*/^. COS ßa?. cos ^dx.dx , | e"**^^. sin ßa?. cos ^dx.dx 

Je 
/»» /»» 

1 e""*^^. cos ßa?. sin 2ia? . da? , | c"'*^«;. sin /Sa;, sin idx . cte 

wenn man beachtet, dass für — d auch /u negativ wird, so dass die der Glei- 
chung 47) vorausgehenden Formeln folgende Gestalt annehmen: 

^ •"•?: " 77X17 " r/.5.«/ "*" r/.7.S/ "*•••• 

^ r*.C06i/e* r*. sin 4^ r^.C08 6;i 

^ "• 77XT7 "" r/.5.2/ ""r/.?. 8/ ■*'••' 

Wird in Nro. 4) dieses §. 4> 3) ^o ^^^^ ^^^ ^^^^ ^^^ Integrals zur Rech- 
ten das complementäre anwenden. Nun ist: 

''1 



-'^dir. 



Dadurch geht die Gleichung 4 ) in folgende Form über : 



Sei — =su, so hat man mit Vernachlässigung des Ergttnzungsgliedes nach §. 4 
Formel 6 : 



X- 



wenn man setzt 



Ä* = P»+(?*, tg5p = -^, wobei 

n_. 4.C08 8(/i— y) , 4 .8. C08 4(^^y) . j \m < .S.S. .(^W— Q. COsam(/M^y) 

^_ 4,8iDa(|i-y) 4.8 . 8in4(/t— y) , , j\m-4-l <.8.S..(afl>— 4). 8iD8m(/t— y) 

indem man unter m die nächst grösste ganze Zahl versteht, die an u' liegt, so 
dass: ms^t4^+^ (C<^ oder^=0). Dadurch erhält man, mit Rücksicht darauf, 
dass 2r^ .t4=2r aus der Gleichung 84) : 

»00 

g-.(a+/?Oa;«-»(y+*i>.dx=s^.e-(^-^)* 85) 



X 
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Mit d ändert zugleich fi sein Zeichen. Dann erbalt man aus Nro. 1) : 

Nun ist nach §. i Formel 6) : 



f: 



_^..,-.(^*»*_^ ^ Sl!ll_:^.eü(p+.).-.(P^_,-^j, 



wobei jetzt P^ und Q^ folgende Gestalt haben : 

. 4 .C082(^H-») , 4.3.C08 4(^H-») , ..^ 4 .3.5. .(8m--4 ) C08 8m[^H-y) 

/'=i äv ■*" 2^v ••• i-^J • r^r-j^ 

^ 4.8ina(At+y) 4.>.8m4(/iH-») , . jmh+i ^.8.5. .(am-4) 8ina m(/iH-y) 

Vi = — 57^^ ^^ -f- . . . [—1) . 2«7;ji5i > 

wobei wi denselben Werth hat wie vorher. 

Setzt man P.—t.Q.^Ä^e"^**, woR« = Pj+0?, ^9^i = -^, so hat man 
mit Rücksicht darauf, dass 3!t/.r^ = 2r ist: 

/»oo 

Aus Nro. 25) und S6) ergeben sich durch Trennung des Reellen vom Imaginären : 
c-(«^*+*/^). cos (/Sa^+2da?) . dx = ^ .cos{fi^q>) = ^.{ cosiW.P+ sinft.^ |....27) 



■X 

j g-(aa;*+2ya:) , ^os (/9a?*-2dx). dx = ^.cosO^-y J = ^. {cosiW.P,+sin/i.(? J... .28) 
I e-(«^*+»y^). sin (/Sa;*+2dx). dx = ^.sin (iu-y) = i. { sin^w-P — cos^u-Q }... .29) 

I g-(aaj»+2/a?x sin(— /9x+2dx).(ir = ji.sin (ju-^^j = ~. jsiniW.P, -cos/u.Q J... .30) 

Wenn man beachtet, dass : 

cos ik ig^—v) +COS 2k (fi-hv) = 2. cos ikfi . cos 2kvj 
cos 2Ä (jw— v) — cos 2Ä (iti-hy) = 2. sin 2A7i . sin 2Ay, 

femer : 

sin 2Ä (At+v) + sin 2Ä (i^—v) = 2. sin %kfi . cos 2^^, 
sin 2Ä(ft-hy)— sin2Ä (/t— v) = 2. cos ikfi . sin 2A% 

so hat man : 
-^ o (i 4.co8>^.co8ay , 4.3.co8 4^.co 8 4y , . .^ 4.3.5..(2m—4)co8am/t.co8amy )' 

„ „ o ( 4.8lna/*:8ln8v 4.8. 8in 4/1*. siniv , ..m 4. 3... (8m— 4) singm^.sinawiy ) 

^""^i=*-| f^* — "*• «r;? ••• ^""^^ • vn^ i 

-. ^ o ( 4 . sin 8/* . 008 2y 4 .8.8in 4^. C08 4y , , i\m+i <.3..(2m'-4) 8in2m^. C08 8my ) 

V+Vi— 2!. I j-jji ^r^ I- ... ( — 1) . j«.|,»m J 

n n— 9 ( 4. 0088^. 8in8y 4 .3.C08 4^. 8in4y , . iMn+i <»8-8-(ä«»—^) CO« >W>ft'3io >»»/* ) 

Vi— V— 25. J j-^^i ji~i h ... ( — 1) . 2»».„«m j 

Bezeichnet, man nun P-hP^ mit P^, ^— ^i «^'^ P, , ferner Q^-hQ mit 0^,, 
(?i— 'Qo ^^^ Qi 1 ^^ ^^^ ^^^ ^^^ ^^^ letzten 4 Nummern durch Addition und 
Subtraktion : 
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l e-i^^^-^-^y^). COS ßa^. COS 2dx.dx^^. [cos fi.P^ -h sin fi.Q^ 31) 

e-(«^*+*/^).sin/9a?*.sin2*c.da:=^.|cos/M.P, + siniw.(?,} 32) 

|c-(«^*+*y^>.sm/9ar^.cos2da:.(te = ^.{--sin/M.P,-hcosiu.^ 33) 

t/o ^ 

Für <J=sO wird ^=0, r^y, ^»=*0, Oo=^> während in den Formeln für P^ und 
Q, die Einheit zu setzen ist an die Stelle von cos/i. Bezeichnet man diese Ver- 
änderungen von P^ und Q^ mit P^, Q,, so hat man: 

/*» 

|e-(«**+»y»).cos/?£c».dir = ^.P', 36) 

j g-(«aj»+2/aj). sin /Ja^. da: = f.O; 36) 

Für ßss.0 wird v=0. Für diesen Werth hat man aber: 

p - 4 . cos a^ 4.3. cos 4^ , ..„, 4 .s.S. ..(8m— 4). cos am^ 

^ = 0, o,= o, • 

n _ ^- sinä^ 4.8. siD V /-L.i^«*+* 4. 8. 5.. (2m— 4) sin am/i 

also: 

e-(^^* -^^y^). cosidx. dx^^, {cos fi. P^-h s\n fi. ^] , . . 37) 

j e-(«^*+«/^). sio2dx.(te = ^\ isin/i.P^-cos/u.pJ . . . 38) 

welche Ausdrücke , wenn man P^ssÄcosgp, Q^==Rsinq> setzt, auf eine noch 
einfachere Form gebracht werden können, nämlich : 

j «j-(«^*+2W. cos2dcc . dx = ^ . cos(iW— 9) 39) 

fß-(«^'+*/^). sin2d(r..cte = ^.sin(iW-9)) 40) 

Diese Resultate können leicht auch noch durch andre Formen reprSsentirt wer- 
den, wie man leicht findet. Es ist nämlich, wenn der Kürze wegen a = i ge- 
setzt wird : • 

JL-(a?*+«yrc) cos2dir.dx = e0^-^).cos2yd. 1 e-<cir— e"^. 1 e^*.siny(a?— d) .diE...41) 
Jy^ ^\ 

f.(a?»+2yaj) giß2dx.dx = e(y'-^).sin2yd. | c-<(/a?— e"^. | e^.cosy(£c— d). dx...42) 
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woraus noch leicht abgeleitet werden können : 

43) 



«/y t/o 

1 e"(^'+^/^).sind(2a:— y).dx = ey*~^. sin yd. 1 e~^*.da7 — c""^. I e^'.cosyx.(ir...44 

I c-(^*+*/^).sin2d(a;-y).(ir = e-**. I e^*.cosy(a?-hd).(te ... 45) 

«70 «/O 

wobei die Substitutionen für die Integrale zur Rechten, bei beträchtlichen 
Werthen der Gonstanten, für diesmal übergangen werden mögen. 

Femer kann man die Integrale Nro. 81 und SS auch also darstellen : 

c-V^.cosa*aj*.(te = -^.l sin(^=2^V(/aj 46) 

V ^ y 

fco ^00 
e-V^.sina*x*.dir = -i-.jcos(^^).dx 47) 

man noch in geschlossener Form : 
~"^'.cos/?a^.cosycc.dx = — ^p=. e"^. (p. cosyy+^.sinrp) ... 48) 

e~"^*. sin/Joj*. cosyoj.rfx = — ^^ . e"^ . (p.smrp—q.cosrp) ,., 49) 



^0 

und 



und endlich hat man noch in geschlossener Form : 



I 



wobei der Kurze wegen gesetzt ist : 



Wie man aus all diesen Integralen , durch Differentiiren der darin vorkom- 
menden Gonstanten , noch eine Menge neuer Integrale ableiten könne , leuchtet 
von selbst ein. 



§.19. 






Wird femer das Integral le V"^x*;.(te = y nach o differentiirt und 

a 
sodann -^ statt x substituirt, so ergibt sich leicht die Differentialgleichung: 

2.y + dya = , woraus man erhält: 

y = c.e""*^. 

Die Gonstante ist für a= . . . c = 1 c""^* . dx = iY^Tt", Dadurch ist: 
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f 



e"'(^*"^^).cte=:i/7r.e-*«. : 1) 



Durch eine leichte SubstitutioD hat man ferner hieraus : 

• qo 



I 



e-(«'^*+^).dic=J^.e-*«-/^ ia] 



9a 

Ganz dieselbe Rechnung ergibt sich bei der Ermittelung des Integrals 



f 



-(-•+^).dir = y, 



wenn man nach ß differentiirt. Man erhalt die Differentialgleichung : 

yr. dy^ -H 2y = , 
woraus , wenn man berücksichtigt , dass Y^i = * iz! , -^ = ^~ß^ '^^ > durch 
Trennung des Reellen vom Imaginären die Integrale hervorgehen. 

e-^*. cos(-^) . dx = iV^. e"*/^. cos2/? .... 2) 



I 



welche beide ihre auffallende Formen verlieren, wenn man darin — statt x setzt, 

X 

denn man erhält dadurch : 



I 



dx 



e ^.cos(2/S*aj*).^ = iV^.e-*/^.cos2/J 4) 



^0 



e ^.sin{2ß^a^).^ = iyii .e-^/^.siniß 5) 

Setzt man ~ statt x und verändert man ß auf entsprechende Weise , so hat man 
hieraus durch Differentiiren nach ß: 

Je^^.cos^ß^c^. dx= ^.e-^/^.(sin2a/?-cos2a/?). . . 6) 




f 



e *^.sin2/J*a^. (te = J^.e-*«/^.(sin2a/J-4-cos2a/?). . . 7) 



^ß 



Wendet man dieselbe Methode an auf das 



Integral I e v^ "•'(a+^oa?»j. dx = y, 

•^0 



indem man nach a differentiirt, so findet man nach einigen Umformungen leicht 
die Differentialgleichung : 
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2 . y . y a+ßi + rfy„ = , 



woraus : 



■ 



"(^'"*-(^t|öp). dx = i V^. e-^^- ^«+/^* 



folgt. 

Setzt man ]/ a±ßi = p±i*g, so ist bekanntlich : 



und wenn man nun die reellen Glieder von den imaginären trennt und der Kürze 
wegen Y^a^^ß^ = r nimmt, so kommt: 

Jje"(^*"^^).cos(^,Veir = iV^.e-*^«.cos(2ga). . . . 9) 
> 

Jc"(^'"*"^*).sin(^,Vctr = i>^.e-*P«.sin(29a). . . 10) 


Substituirt man hierin — statt Xj verändert man die übrigen Constanten auf 
geeignete Weise, und differentiirt man sodann nach a, so findet man femer: 





Jl e"('*'^*'*'^).sinca;*.(te = i/7r.-— =^ . . \2) 

ya*-h(^ 



/o 

wobei nun 



2 » 9 = r i '^*- 

Für c = a . lg (a>) nehmen die letzteren Integrale eine etwas einfachere 
Form an : 

J|e-(«^*+:S).cosca^.da; = i]/^(^.6-**^.cos(a&?+^ ^^^^ 


o 

Man kann sich von der Richtigkeit der Integrale M uüd 12 auch noch auf 
folgende Weise überzeugen : Denkt man sich das für jeden reellen positiven Werth 

von a und ß güllige Integral | e~(^*"^^. dx = JtV^ - e-«^«+/^ auf beiden 

•^0 
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Seiten in Reihen nach Potenzen von ß entwickelt, indem links das Integral 
gleich ist : 

f:-(-*^).(,_^^^_jv,*Ä-... .)•*». 

e V • 1?) . ^ durch Diffe- 



rentiiren des Integrals I e^\^ '^'^j . dx = +1/ ^ . e-^V^« nach « ermittelt 

werden können , so mUssen beide Reihen , wie sich aus einigen Betrachtungen 
ergibt, für jeden positiven reellen Werth von ß convergiren. Denkt man sich nun 
ßi statt ß gesetzt, so wird auf beiden Seiten Alles genau dasselbe bleiben. Durch 
Zerlegung und Trennung des Reellen vom Imaginären gehen aber hieraus sogleich 
die obigen Integrale 4^4 und 4 2 hervor. Durch Differentiiren nach 6 oder c erge- 
ben sich aus 4 4 und 1 S noch Integrale von der Form : 

Jl aj»'».e-(^*"^"S^).cosccc*.ete, j c^''. ci"^*-^^) . sin cc^. dx. 
Jo 

Jl e"('^*'*"^).aj-^.cosccc^dx, | e"('^*"*'^).fic-*'*.sinca^.(te. 
•'o 

So ist beispielshalber durch Differentiiren nach b : 



Jl e"H+^).cosca^.g=:-j5-«-**^.cosa>.cos8&?. . . 43) 


fe-(«^*+i^). sinca^. ^ = ^ • e"*^. cosw . sinibq, . . U) 
Und wenn man nach c differentiirt und bemerkt, dass de = A^-^4 ist: 

Jx'. e"(^*"^^). cosccc*. dx = i j/^ . (^V . cos {^bq+iw) . e"**^ 


■+- i-4- V^- ^^s^ • cos(26g— g)) . c-**^. . . 15) 

Ja^.e"(^'"^:^).sinca;2.dir = i/^. (^)*. sin(%+|w). e-»*P 


+ |.~.|/7r.cosw.sin(265f— 9).e-**^. . . 16) 
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^--^.(cosw)^(cos26g^-sin%)^-62y!5^y.sin(26(/-^^ ..48) 

Hierbei wird das Gesetz des Fortgangs freilich immer verwickelter, indem z. B. 
hierin die bekannten Euler'schen Integrale 



e~^. cosfecc.oj • .da?, und I c""*''. sin6a?.a5 •• .dx 

»^0 

implicirt sind, wie man erkennt^ wenn man auf diese Weise fortf^dirt, nach c zu 
differentiiren , und endlich x statt a^ und 6 = setzt. 

Da in Nro. 4 1 und 4 i die Funktionen unter dem Integralzeichen fUr — x 
statt +0? ihre Zeichen nicht ändern, so ist es erlaubt, die Grenzen von — oo 

bis +00 auszudehnen. Setzt man^ nachdem Solches geschehen, x statt o;, 

so zerfallen die Integrale zur Linken jedes in zwei neue, welche die GrSnzen von 
bis 00 haben, und wenn man sodann in denselben — statt x setzt, so geht 
eines in das andere Über, oder die Integrale zur Linken sind einander gleich. 
Dadurch erhalt man z. B.: 

Jl e"("-(^'-^p)-*"(i^»).cosc.(a^+^).dir = i-]/ (?L^^.e-2(6p+a).cos(2(69+c)+iw). .4 9) 


fe-(«.(^'+p)+(lzfti).sinc.(a^+^).dir=i.|^ 
wobei wie oben 



Wenn man nun nach c differentiirt, und bemerkt, dass dann allemal die 
zwei neu entstehenden Integrale zur Linken einander gleich sind , da sie für -^ 
statt X in einander übergehen, so ergeben sich, wenn man x statt oc? setzt, noch 
Integrale von der Form : 



und 



•'o 



±{^) . e-i'^'i^+T)*!^) . cosc(x+-^y dx 
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Das Integral I c ((«+/^*)^*+ «a j^^gj — y bringt man zuvor auf eine ge- 

eignete Form , indem man : 

a-4-/Ji = rJ.e»^*, y + A* = r} . e»^* 
setzt, wodurch dann 

r, = y" a*-4-/J* , r, = }A/+<P, /t = iarctg-|, y = iarctgy wird. 

e"V*^*'***^*"*"*^). (te nach r differentiirt , so hat man: 



•'o 
Setzt man hierin — . e(^-W*. — statt o?, so findet man leicht die Differential- 
gleichung: / ^ x. 

deren Integral jf = ce-*******^"*""^ sich ohne M^he ergibt, während die Con- 
stante für r = erhalten wird : 



c 
so dass man schliesslich 



= f 6-^J «•'**• ^". da? = ^.e"^«, 



= V5.e-(2rr,eCA*-«-^)<+^,) g^) 



findet. 

Für ein negatives d wird blos y negativ, so dass, wenn man diesen Werth 
des Integrals mit y^ bezeichnet, sich ergibt: 

Bezeichnet man 

irr^ . cos (/i-4-v) mit p , Ärr^ . cos (/i— y) mit p^ , 
2rrj . sin(/ii-4-y) H-/i mit ?, 9irr^ . sin(/i— y) -4-M mit j^ , 
so findet man aus Nro. 21 und 28, durch Trennung des Reellen vom Imaginären: 



j. 

f: 

I 



e-{'^'*^).cos(ßa*+^ydx=^^.e-''.cosq. ... 23) 
(«^•+i).sm(/?a^+|).rfx = -^.e-P.smg. . . . 24) 
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j e-(«^'-^^).sin(/?ct^-i|).da? = i^.e-^*.sin?, 26) 

Aus diesen vier Integralen findet man, durch geeignete Verbindung der- 
selben : 

I e""("^*"^^).cos/?a3*.cos-^.(te = i^.(c-J'.cos9-4-e-^..co8gJ . . .27) 

00 ' * 

I e"!**^'"^*^). sin/Jaj*.sin^.(te= i^. (e"P*.cos?, -c-^.cos?) . . .28) 
I c'C**^*"^^). cos/?aj*. sin^. (te = ^, (e-P. sing -e-P«. sin? J ... 29) 

I c"("^*'*"^).sin/?aj*.sin-^.(te==^.(e"^sin? + e-^«.sing ..30) 

Man kann sich von derGUkigkeit der Integrale 21 und 22, auf ähnliche Weise 
wie bei Nro. \K und 12, Überzeugen, was hier nur angedeutet werden soll. 



§20. 



Es sei ferner I == y , so hat man : 






. 19 . u; . sin bx . dx 

^ya^-\ n^ 

und also : 



/•od 



y^dy^mx I c""*^. sinto.dx = 



a»+6*' 



Hieraus ist y = (c+w) .e^, wo c die Integrationsconstante , und u eine zu be- 
stimmende Funktion von a ist. Man findet leicht 

M == — 6 . I ^yt^^ } wahrend für a = c = \ ^'"^ ' — erhalten wird, 
•^0 Jq 



so dass nun 

y 

sich ergibt. 



^a I isinbx.dx . ie~'.daj| 
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Dividirt man auf beiden Seiten durch e^ und setzt man sodann a = cx> , so 
verschwindet das Produkt links und man erhält : 






00 



Nun ist aber, wenn man links hx statt o? und rechts % statt 4+(r setzt und 
etwas umformt : 

.00 



^QO ^OO ^OO 

I g-**.(te __ I sin 6a;. dag _ I 8in(g~6).(to 
•'O •'O »^6 



<) 



Vermittelst dieser Gleichung findet man fUr das aufgegebene Integral : 

I i+S - ^ -1 "Tf^r- XJ 

»^a 

Die Reduktion des Integrals in K) erhält man nach Minding auch direkt aus 

I — — ^ =Bs y , wenn man nach 6 differentiirt und die entstehende Differential- 

^h 

I -^. = 1 ^^li — und da 1 7---i = ^tt ist, so erhält man nebenbei das be- 



/* ^ 



"kannte Resultat I ^'°^' = i^, während aus der Betrachtung der Gleichung \) 
hervorgeht , dass sich das Integral | ^'° ' — mit abnehmendem h ohne Ende 



1+« 
dem Constanten Werthe \7t nähert 



I 1 — 

J ' 



Ganz auf dieselbe Weise erhält man aus : I *^^ — ^— =y durch DiflPeren- 

tiirennach a undlntegrationderentstehendenDifferentialgleichüngy^dy^ss-^^ : 

e^^.x.dx 1 conbx,dx 1 cos (x^b) ,dx o% 

4 + a?» "" I 4 + « I aj ^ 

I — in — = * J i+a^ *) 



'a 

IS 
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Aus Nro. 3 folgt fttr 6» : 






cosx.dx 

= 00 

X 



•0 •'O 

wie sich dies auch von selbst versteht. 

FUr betrachtliche Zahlenwerthe der Constanten a und 6 (a6>40) lassen 

sich die Intesrale \ ' -•/'"'-"•»" und ■ ^-^.cos^x.cte j^.^^^ ^^^^^^ j^^^^^ 



I V^ ^"^ i^c 



darstellen, die denen §. 41^ Nro. 16 und 47, völlig analog sind. Bezeichnet 



man in dem etwas allgemeineren Integrale 



I p+^ I 



p+a?. 



I 
1 



/^wo r = )/ a*-H/?*, tg jw=|j den Ausdruck p+o? mit X, so hat man durch theil- 
weise Integration : 

Durch eine ähnliche Betrachtung wie im angefahrten §. überzeugt man sich, dass 
der numerische Werth des Ergänzungsgliedes, vom Zeichen abgesehen, gleich ge- 
setzt werden kann : 

(y-*').|;^(woy<4,<J<4). 

Integrirt man jetzt von bis oo , indem man n^s^r.ip setzt, unter 7p. die nächst 
grösste ganze Zahl in rp verstanden, so kommt : 



Hieraus durch Trennung des Beeilen vom Imaginären : 
e~<".co8/?a?.da? __ co8|t* _ co8a/*.2/ 008 8^.8/ {^k\^ C08nj[4^.n/ . .^^^ y.n/ 



e~*".s\nßx,dx 8in|t* 9\n%fi,%I sin 8^.8/ . .,^ 8innfi.nl . j%n+i ^•»»/ «n 

wobei, wenn man fürn/ die Näherungsformel y ^7t,rp.C^-\ .e"''' anwendet, 
die Naherungsgranze : -^ sich ergibt. Dadurch lassen sich aber wiederum die 

Integrale 1 " m'JT und I '^ — für (oft^lO) auf die vorhergehenden Beihen 






zurückführen, wie man aus Nro. 2 und 4 ersieht. 
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§.24. 



Es sei I e"*^ 

►^0 



ei I e^-^^.x^^^ .dx = -.r^ =rk. so ist, wie man leicht findet 

Jg— «wx» ^-1 ß^ =s ^. Setzt man nun das Integral : | • 
Jq 



00 

und bezeichnet man der Kürze wegen r,e^ mit Sj so hat man durch Differenz 
tiiren nach a : 

a) Ä^.na'*-*.^ — dy^^ = n.k.a^-^^K 

Das Integra] dieser Differentialgleichung hat die Form 

b) y = (c + wj.e****** 
wo wieder c die Constante und u eine Funktion von a ist. Aus b) folgt -. 

c) dya = wa*»-* . «" . (c + wje****** + c«**** . du«. 
Fuhrt man y und dy« aus b) und c) in a) ein, so kommt : 



1, dass man a=0 setzt, erhält. 


^gesuchte Integral : 

Dividirt man auf beiden Seiten mit e^*^^^ und setzt man sodann a=Qo , so findet 
sich, wenn man bemerkt, dass n.k^r(-J ist: 



.dz 
während man für c dadurch, dass man a=0 setzt, erhält. 

e) c 
Dadurch findet man für das ^gesuchte Integral: 

D » = ««"" 



t?)J*' 



r**""'".n. sin — TT 



<) 



Das Integral zur Linkeo kann auch die Form aonehmen : 

I ,-,.,-.e««.-.^ « -»«.^ „der I e-»"-"-'*«'^'.d» 

•'o 

Für r=4, cossO, ist in der Gleichung 4] mit Rücksicht auf die vorletzte Form des 
Integrals die bekannte Relation ausgesprochen : 

I^.r(i-'!^) = -^. {m<n) 

Vermitteist der Gleichung 4 ) erhttlt man , wenn zur Rechten in f) das comple- 
mentäre Integral eingeführt wird, fUr y : 

12» 
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n.r^. j e-^"•*".a;"-™-^<te=c«^^r^.fc-^•*».ar^-^(te .. .2) 

Ja Ja' 

I : 

•^0 Ja 



oder auch : 



Ist nun (ra)'^ betrSichtlich genug, so kann man nach §. 4 Nro. 6 das Integral zur 
Rechten unmittelbar angeben. Es ist nämlich, wenn man -£— mit q bezeichnet : 



f 

•/«»- 






indem man das Ergänzungsglied vernachlässigt, und ausserdem unter [i die 
nächst grösste ganze Zahl versteht , die an [ra)^ liegt. Für den angegebenen 
Werth von q^ hat q„ die Form : 

Sonach hat man für das verlangte Integral : 

wobei 

-j . 7 ^.008 na; g,.co8gn(tf g, . cos Stw / i \a ^u^;_coSjt*no» 

^•^ (rar (T^)*'' ■*■ (ra)"^ '"^ ^^ ' (r«)'**~ 

Für ein negatives co hat man analog : 



•^0 



^ng-m-<^.^ 



= <?)-Ä-(''-'^) *) 



Setzt man wiederum P±tQ = R.e±^j wo Ä*=i*-4-ö*, tgg)=^ und zieht man 
jetzt die Gleichung 3 von Nro. 4 ab, so kommt: 



fj 



f»»*^- jr»,/c», cosfUtf+o^ "^ o*". r*". sin ncw 
Durch Addition erhält man, mit Rücksicht auf Nro. 5 : 



I 






5) 



6) 



'0 

Aus Nro. 3 oder 4 ist ferner für cossO : 



f 



r«+a" 
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Gibt man der Gleichung 4 ) die Form : 



»^0 



n*. Bin— ff 



und fragt man, in welchem Falle die Integrale einander gleich werden , so folgt 
aus der Gleichung m^iss n^m-^i...mss^n, so dass : 






n y Bin^n n ^ 



Setzt man aber x statt o?^**, so ftillt dies Integral mit dem bekannten 



f 



/c""^'.(ir =s i)/^ zusammen, 


Für n=S, mssl, (ossO folgt aus Nro. S nach leichter Rechnung: 

»00 






-^\dx ...... 8) 



ra 
Für ein hinreichend grosses [raf hat man daher nach §. 8 Nro. 4 : 



I 





wobei mss(ra)'.... d. h. die nächste grösste ganze Zahl dieses Ausdrucks vorstellt. 
. Aus Nro. 8 ergeben sich durch geeignete Substitutionen noch bemerkens- 
werthe Integrale. Setzt man nämlich r'+x' =s x^j so kommt, mit gehöriger Rück- 
sicht auf die Gränzen : 



r •' «r 

X 



Substituirt man hierin — statt z, so ist für r=1: 

.cte 44) 



70- '^"•J '-'•■■ 



'0 •'a 

Substituirt man in Nro.*8 für r=4, x=stiq>, wodurch dxss:(i^a:^].dg> wird, so 
hat man mit Rücksicht auf die Gränzen : 



ynA e"^*.(te 42) 



•^c» 



Setzt man in Nro. 44 e'^=sy; e^* ssa, so nimmt das Integral folgende Form an : 






.(/cc 43) 



94 

Während man in 8, 1 0, 11, 12 für grosse Werthe von a und r statt des Integrals : 
' e"^ . dx die Reibe : 

ra 

anwenden kann , wird man in der Regel in Nro. 1 3 statt des Integrals zur Rech- 
ten das complementäre anwenden müssen. 
Nimmt man in dem Integral 



2ra 



«^a 



die Gränzen zur Linken von — oo bis +oo, und setzt man sodann (r=u— — , 
so erhalt man zwei neue Integrale zwischen den Gränzen und qo , von denen 
man leicht erweisen kann, dass sie einander gleich sind, wenn man darin — 
statt u substituirt. Dadurch ergibt sich : 
»* / 1 \ 

. — •(-'*4-i?) 






-** . dx 



U) 



^0 

Macht man auf ahnliche Weise in dem Integral : 



-S--I e~''' .dx 



r-^ = e».|/|.f.-- 

eine Substitution, indem man aber u statt x setzt, so erhalt man durch die- 

selben Schlüsse : 



oder auch, in etwas anderer Form : 






dx 



16) 



Durch wiederholtes Differentiiren nach a zerfallen in Nro. 1 4 und 1 5 die Integrale 
zur Linken jedesmal in zwei neue, die nach obiger Bemerkung einander gleich 
sind, so dass man auf diese Weise Integrale erhält von der Form : 



oder auch 
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Wenn man dem Integrale 8 diese andere Form gibt: 






SO erhält man durch wiederholtes Differentiiren nach t^ : 






a+«* 



-♦/i ■ j<- *-a)'*,iti-a)-si-©--<-<>--^^^^^'-(0""i"") 

So ist z. B. für u»4, a=2, nsSm: 

I '"['S'^ = g^.e^y^ ^-^^cfa 1- 48) 

J Y%' 

+ j— 4.3 + 4.3.5 — 1.3.5.7 + 1.3.5.7.9 — ... + 4.3. 5.7....(4m-3)} . fj/y 
wobei dieser letztere Ausdruck auch die Form annimmt : 
yi^. {4.3 + 4.3.5.7.8* + 4.3.5.7.9.44.2*+ 4.3.5....(4m-3) .2«»-*|. 



Die integrale f-'"--;^;':^^'^ und ^''t^ß 



lassen sich 



durch einen von Cauchy in seinen Exercises de Math4matiques zuerst gegebenen 
Satz (man sehe darüber Grün er t's Supplement zum El Q gel 'sehen Wörter- 
buch, unter dem Artikel ,, Bestimmtes Integral*' Seite 482) aus den beiden Inte- 
gralen 47 und 48 direkt ableiten. Das berührte Theorem lautet also: Kennt man 

das Integral I a^, f{a?) . dx (welches mit A^^ bezeichnet werden soll, und wobei 

Jo 
(n) eine positive ganze Zahl ist) , so lässt sich immer das bestimmte Integral : 

I a^^,f(x j ,dx=sB^^ finden, indem nach dem erwähnten Theorem: 

n -i . IMHM . . (n+>)(n-H)ii.(n-4) . ^ , (Jn-i) (>n-8) . 

-4-^-^fn-,+ ^sn ist. 
Hiemach erhalt man, wenn die Coefficienten dieser Reihe vom Sten an mit a, ßy 

y, d... bezeichnet werden, und wenn man c*.!/ ^ • 1 e^^.dx zur Abkür- 

zung SS i4 setzt : 









+ i|/^ . {o.+4 .3.y + 4 .3.2».<J +(< .3.8»+< .3.5).«+(1 .3.8»+< .3.5.2 V^ 
wobei die Coefficienten a, ß, y... von selbst abbrechen. So ist z. B. : 
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I m:^^ ^] TW ^29.]/-. e -.dx + 43.|/-. 

I ^ I (r'-a^ a:» \ finden lassen, wenn 



man von dem Integrale (Nro. 4 7) I — ' ^ . ^ ' — ausgehl , wobei zu bemerken 

ist, dass man die unter Nro. 47 aufgestellte Gleichung auch erhalten kann, wenn 
man J^ , durch Division in eine ganze und acht gebrochene Funktion zer- 

/»oo 

legt, wahrend die dabei auftretenden Integrale von der Form I e"^'^*.iE*"*.dx 
bekanntlich gleich sind : inTTm *'^^ - • j- Y^- 



§. 22. 

r 

Wird ferner das Integral I ^ f*^a^ — — ^^ ^^^^ ^ differentiirt, so 

erhalt mau ohne Schwierigkeit die Differentialgleichung: 

Ihr allgemeines Integral ist: 

ß) .... y=(c-i-u) .cos 2ro-i-(C4-4-t?) .sin 2ra 
wo wiederum c und c^ die Constanten, u und t; noch zu bestimmende Funktionen 
von a sind. Wenn man aus ß) den Ausdruck fUr d^y^ in a) einführt and als Be- 
dingungsgleichung annimmt : 

y) cos ^ra . du^+sin 2ra . dVfl= , 

so findet man: <J)...mss !— . j e^*. sin Sroj.da? 

fi) t;=s-|-_L-l . I e^^cosÄroj.flte 

wahrend sich aus 'den Gleichungen für y und dya% indem man darin assO setzt, 
fUr die Gonstanten ergibt : 



Dadurch erhalt man schliesslich nach leichter Rechnung: 
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Sind « UDd r beträchtlich genug, so kann man die Integrale rechts nach den 
früher gegebenen Formeln entwickeln. 

Sei tgju = — und w*=r*-Ha^ und ferner tn^r^-i-a^ in ganzen Zahlen : 
p - 4. cos fji rd.cos2|Ci r 8. 5. cos 8^ ^.8.5. . .(>m— ^) C08 m/i 

n — ^ » sin A* ^.8.sinajt* 4 . 8 . 5 . sin 8/* 4.8.5... {%m^i) sin m/i 

iR*=/*+0*; Ä.sin5p = 0, Ä.cos5P = P; tgg) = ^, 

#0 hat man nach §. 5, Formel ii, mit Vernachlässigung des Ergänzungsgliedes^ 
wenn auch noch 

'^1 = ^ — jyj5 + jj-p — ji-pr-+---- (— ^) . ^nTym ^ [m^i mg./..; 

gesetzt wird : 

i-.,^^^^-*^.^ ^^^^^^ 1;^.i>.e^.sin(^H.y) ... 2) 

wobei man einen Fehler begeht, der in Beziehung auf das erste Integral kleiner 
als 3 und für das zweite < -j^ ist. Sind r und a nicht betrachtlich genug, 

80 wird das zweite Integral zur Rechten in 4 ), nach dem in §. 4 0, Formel 2) und 4) 
roitgetheilten , direkt ermittelt, während das complementäre Integral für 

I e*"^*. djr = iy^— 1 e^^^.dx bekannt genug ist. Das Integral 2) nimmt 

nach gehöriger Rücksicht auf die Gränzen für e*^=u, x=!=^-.\(u) auch die 
Form an: ^«> {i^u''),du 

2a) 






(4r*a'+(lu)*) 

Der besondere Fall , in welchem das a im Integrale 1 ) imaginär wird , kann 
aus dem betrachteten nicht hervorgehen, und muss für sich behandelt werden. 



Setzt man deshalb das etwas allgemeinere Integral 
so hat man durch Differentiiren nach u die Differentialgleichung: 



gleichung : 

/»oo 

a) 4r*. e^f^K y — cPy^ == ^ • | ^"^*- ^^^ *^^ . dx = 2 V^. c"*** 
deren allgemeines Integral die Form hat: 

wo c^ und c, die Gonstanten, q> und ?/; noch zu bestimmende Punktionen von t^ sind. 
Wenn man aus der Gleichung ß) den Werth von y und cPy^ in a) einführt, 
indem man als Bedingungsgleichung 

y) e*^ ^f"'. d^tt+e-*^ •'*'. rfi^„=0 
annimmt, so findet man leicht: 

13 
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Die Constanten ergeben sich, wenn man in y und dy^^ i^sO setzt. Man findet so 

/»oo 

Cj=c,=e-f*».e^^-**'**J^ I e-^'. cte. Werden nun in den Gleichungen 8) die 
Exponenten rechts zu Quadraten ergänzt, und bemerkt man, dass: 
I e-e-«^**^)*. (te = I e-^^ dx - ( e-^l rfo^ 

•/« ( Jo Jo 



Jo 
so findet man nach einigen Umformungen : 



dx^^. . . 3) 



Sei nun zunächst iu=0, und sowohl r-i-t^, als auch r— u, beträchtlich genug, um 
die Integrale zur Rechten nach der früher gegebenen Methode zu ermitteln, so hat 
man , wenn für m=sa^ in ganzen Zahlen die Reihe 

i V ■ <■» ^.8.5 . r3.5...(8m-4) 

mit Pfl bezeichnet wird, nach einigen Reduktionen : 



f 



e-^'.C08 2t*a;.dx _ yT.g-^' ( i^(rf«) , P(r-u) ] l^ 

r»+x« 4r ( r+tt "^ r-t* j { 



I e """*** COS 2uA? (Ik 
Das Integral I ^—5 — - — lässt sich leicht in die Form des vorgelegten trans- 

formiren, wenn man axssz setzt, wo dann — und r. o an die Stelle von m und r 

. ' a 

in 3) zur Rechten gesetzt werden muss. Dadurch erhalt man : 
Hat man ein Integral von der Form : 



Jo Jo 



e "■****. cos 2t«J.<te 



ZU ermitteln, wo aber die constanten Coeffieienten derartige reelle Werthe haben 
mtlssen, dass der Nenner für keinen reellen Werth von x der Null gleich werden 
darf, so können solche sogleich nach Formel 8) und 9) des §. 24, oder nach 
Nro. 4) und 4a) des gegenwärtigen §. gefunden werden, in dem Falle, dass sich die 
Funktion i4-i-i?ac*+Ca5*+...-i-a^ in Faktoren des 2 ten Grades (a^-hrj), (a^-hrj), 
(,T*-l-rJ)....(a5*-i-r^*) zerlegen lässt, wobei jedoch nicht mehrere solcher Faktoren 
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einander gleich werden dürfen. Es sei z. B. die Funktion A-^-Ba^-hCx^-^x^ zer- 
legt in die Faktoren (a^+rj) (a?*-i-rj) (a?*-l-rj), so ist, wenn man das Integral 






r * + x« 



mit Ltf^ bezeichnet : 



c 

L, L, I, 

(rj-r«) (rj-rj) "^ (rf-rj) (rj-rj) "^ (rj-rj) (rj-rj) 

Das Gesetz, nach welchem fUr eine grössere Anzahl solcher Faktoren die Nenner 
zur Rechten gebildet werden, lässt sich leicht erkennen. So hat unter obiger Be- 
zeichnung der Nenner von L^ die Form : 

wobei die Reihe der Faktoren für fn^\ mit (rj— r>) beginnt, und für m^n 
mit r^_ 4 — ''ft* schliesst. 

Um nun in Nro. 3 die Trennung des Reellen vornehmen zu können , formen 
wir die Integrale zur Rechten etwas um , indem wir einmal 
ref^^-hu = p . (cos (o-hi sin w) = p c^*, 
und das andremal 

ref^^—u =rpj . (coscWj-i-isinaij> = p,e**'i' 
setzen, wodurch 

n» ==>•-!- 2rM cos w + u« , iSLtO =s ^'^'"^ 

p? = r» — 2rMcos/u + i*» , Ucj, = ^-«'pa* 
wird. 



Das Integral I e~^* . (ir geht für j? = « . g**" über in : 



/»oo 



welches Integral nach §. 4, Formel 6 gefunden wird 
. ff «-i>*.«^* A «-p«.«'*"* 
-^ • 2p.(j««« -^^ 5^ ^ ^' ' . 

indem : Ä* = P*+Q* , tgy = ^ und 

-j __ . 1.cos2(tt 4.8 . co8 4<ii ^.3.5.cos6fti . ..„» 1 .8.5. . (am—<).coagmto 

^ — ' Tp^ ■*" J».p* 2Vp* *""^ ^ * 8'».p«'« 

m xp^ in ganzen Zahlen. 
In gleicher Weise ist 

e^.i rr-''^'"*( dz ='^. e-(«.-9.V. e-P;^'"'* , 

43* 



•'0 
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wobei Ä, P^ 0, q>^ aus p, und cj^ eine leicht erklärliche Bedeutung haben. 
Sonach hat man : 

I re*'**+a;* ir ( 2p 

"0 

^ g-arue^'« „ß^, ^-(ai^-qt.),- ^_pj «««.•> 
2P, ) 

Nun ist aus : 

p . cosw = r . cos/u -h w 
p . sin ct> = r . sin ^i 

p* . (cos a>* — sin a>^) = p* . cos 2 w = r* . cos 2jtt -i- 2m . cos /e -h m* 
2 . p* . sin Ol . cosoi = p* . sin 2w = r* . sin 2/£ -i- 2rw . sin /u , 

und eben so : 

p« . cos2w, = r^. cos2^ — 2ni . cos^u -i- m* 
p» . sin2co^ = r*. sin2jie -i- %ru . sin^. 

Dadurch reduciren sich die Produkte : 

beide auf e"***', indem das imaginäre Element verschwindet, so dass man für 
das vorstehende Integra] erhält: 

Durch Trennung des Reellen vom Imaginären folgt hieraus : 



I 
I 



f-*+«r*a?*.C08 2.u+a;* 4r* (äp' sin2/i 2p7' sin^ 



.6) 



Für den besonderen Werth ^ =:-^ , wird p^^if^-k- y"2ru -h ti* , 
pj =r*-V^.rM + M*, tga>= V , tgoi, = 



Die Reihen fUr P und Q nehmen alsdann folgende Gestalt an : 

^.3. , 4.8.5.7 .^ 4.8.5..(2m-4).C08m 4 

V— 2p* ««.p* ^'''V '^ • jw.p«« 

indem jetzt q> und /?, 9)^ und R^^ eine andre Bedeutung haben , hat man für die 
obigen Integrale : 



I ;:M:5i -^^^-iir-'\i^^^^ri{w+i;-q>y 
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Für /ussrO können aus den obigen Formen die entsprechenden Integrale nicht 
abgeleitet werden , weil die Ausdrucke zur Rechten unendlich werden. Man er- 
halt aber in diesem Falle aus Nro. 4a, wenn man die Gleichung auf beiden Seiten 
nach r differentiirt, indem man sich der bekannten Regel erinnert, dass: 

wornach d i \ e~^* . cte j = — a . c"v * W , . . . Integrale von der Form : 

I 



dr 

OS 



— ,'^^^^' — , worauf wir später zurückkommen v\ erden. 



§23. 
Die Integrale 3 und 6 bieten noch einiges Bemerkenswerthe dar. Wenn man 



ihnen nämlich die Form gibt: I - — f»^t^^^' "»d I ^^^^^ 

•^0 Jo 



. co%%ux.dx 



i^-¥ir*a^. cosS^+o;* 



was dadurch erreicht wird, dass man in den einzelnen Ausdrücken zur Rechten, 
ra. — und — dx an die Stelle von r, u und dx setzt, so kann man durch Diffe- 
rentiiren nach a und Integration der entstehenden Differentialgleichungen neue 
Integrale daraus ableiten , die mit den schon entwickelten Formen durch einfache 



Gleichungen zusammen hängen. Aus dem Integrale 1-^ . \^^ ^ ' — ==y 

•'o 
erhält man durch Differentiiren nach a die Differentialgleichung : 

2a.r*e*^«.y — dya = 2a. 1 e"«'*\ cos2tiaj.ctr = }/7r.c""^ , 



ia. je-«'^*. 



deren allgemeines Integral die Form hat : 

WO c dieConstante, 9) eine zu bestimmende Funktion von a ist. Man findet leicht: 



= — y/r.l« ^ ""^dx, und für = 0: 

Ja 
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= f-c-^''.e-»''"'", sodass: 



-i' 

Hieraus ergibt sich, wenn man auf beiden Seiten durch e^****«*'** dividirt und 
sodann a = 00 setzt, wodurch der Ausdruck zur Linken verschwindet, das be- 
merkenswerthe Resultat : 



f: 



-('•'^••""■-Ä.^=>^.e-..-. «—«"••, 



2r • ^ ■ " ^ ' ^^ 



'0 

was mit Nro. 22 des §.4 9 fÜri/ = übereinstimmt. 

Vermittelst dieser Gleichung erhalt man nun schliesslich : 

P""rV/^Tg^= K^. «-'-•«•'". re-(''*"''''"*-^).cte. . ! . . 3) 
Vergleicht man dies Resultat mit dem aus Nro. 3, §. 22 hervorgehenden : 

so folgt hieraus : 

Sei ferner das Integral I ^ '^^^ ^' — ^ = y 7 so ei^ibt sich durch 

Jo 
zweimaliges Differentiiren nach q) die Differentialgleichung: 

/^ ** > - -•* 

(Pt/fj,— 2)^. cos2/u . dy/p+ r*y == I e~<^-^* . cosSt/o;. c/a? = j/^yT. ?— r^ , 

deren allgemeines Integral, wie man bald findet, die Form hat: 
y = (Cj-i-p).e"^. cos/?9p+ (c, + g).e"^. sin/Jy , 
wobei a = r*. cos 2 /u, /? = r*.sin2/i der Kurze wegen gesetzt ist, und wo c^, 
c, die Constanten ; und p und 9 noch zu bestimmende Funktionen von 9) sind. 
Man findet, nach der im Anfange gegebenen Regel: 



_-.|/^ie-(«^'-*-i^).sin/?a^ 
= ^|/"j. L,-^K-*-i^)-cos/?x^ 

•^0 
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In Beziehung auf die Constanten erhalt man, wenn in y und dym. .q> = gesetzt 

wird: c. == L Z'J!!^ • f . = ":''^•"'7^ sin (// + im sin/i) und 

Jo 

* f^ « I r*+2a?V.coa2^+a5* 2r.8iD2/( ^ '^' 

Setzt man der Kurze wegen /£-i-2ru sin^ s A, so hat man mit Rücksicht auf die 
Bedeutung von a und ß für die Constanten : 

"i= 2r'.8io2;. -"'"^ "'^^ "»=- 2r'.8iD2^ ■^^*' 
Nach §.49, Nro. 41a und 42a ergibt sich aber: 



j ^ (r«cos2^.^«+^,) ^^^(^^gj^2^ ^zj rfg> = ^ . e-**-«««»^ . cos*. 

Jo 
Setzt man daher im aufgegebenen Integrale (p^ statt 9, und bemerkt man , dass 

für c^ und c, gesetzt werden kann : 

,-(«*f^+5) . cos ßip\dq>, c, = --^. c-(«^'+ J). smßq>\dq> 
Jo 



so erhalt man : f 

1 00 






Jy 



e ("^^■^^).sin/9((r^-g)»).dx 



Vermöge der Bedeutung von a und ß kann das Integral zur Linken auch die 
Form annehmen: 

1 tf-»***. cos 2iM5. da; Vir cta>^ 1 -(«^15^+^) • o/.^ 2\ j *x ü x 

j-l?T?+ü5q^^ = -V** r -*^.sin/?(a^-9()»).(te*) ..6a) 

Für /S^sO wird der Ausdruck *'° p '^ ~y / _ ^j^_y»^ „^j „jg^ erhalt sodann: 

f'"' (Ir^r "^ = ^"^-/^ • {e-i'^''*i).(a*-^).dx ... 7) 
Jo Jy 

welcher Ausdruck , wie man später sehen wird , auf eine zu numerischer Be- 
rechnung bequemere Form gebracht werden kann. 

*) Das Integral zur Rechten ist durch das zur Linken nach Nro. 6 des vorigen g. schon aus- 
gerechnel; wenn man nur die daselbst vorkommenden Constanten entsprechend verändert. 
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FUr u=sQ bat man. aus Nro. 6a] : 



Hieraus fllr /?«0: | '"/^'Ji'f' = >^.e«»*. | e"««'. {a*-g,*).dx ... und 



'0 

wenn man nach a differentiirt 



/»oo 



.rfx . . . . 9) 

Die hierbei auftretenden Integrale von der Forno | e^^^^a^^.dx lassen sich ver- 
mittelst der Reduktionsfürmel : 



^•••^ 2a 2a «a aa'^^j ^2« 2a 2a^ . . . 2« f ^ ^ ' ^^ 

auf das Integral | e""^*.ctr zurückführen. 
Aus Nro. 6a) folgt ferner für a=0: 

fg-»'^'.C08a tia?.dg /^ r -^ . /,/ -8 2^ ^ 

I ^Tj^^i ""V'r *-s'n/^(^-y)-^ . . . n) 

welches letztere Integral sich in Nro. 8 des vorigen §. nach leichter Umformung 
schon ausgerechnet findet. -— Aus dem Vorhergehenden ist ferner für u=0: 

^ '\s\uß{a?--(p^).dx 42) 



•^<p 



Man vergleiche über dies letztere Integral das Resultat von §. 48, Nro. 45. Setzt 
man in dem letzten Integral a^=j7, so ergeben sich durch Differentiiren nach 
q> und ß noch Integrale von der Form : 



J — ^^7 — ™^J (/^1-^r 



Aus 6a) und Nro. \\ hat man ferner für 9)=:0: 



-' 'lOS 



_____ =y-p ^.smßx'.dx ..... U) 

Nimmt man in den vorhergehenden Integralen die Gränzen von — oo bis +00 , 
und setzt man sodann cc — — statt x, so findet man, wenn das früher bei dieser 
Substitution Gesagte berücksichtigt wird, noch eine Menge verwickelter Integrale. 

Schliesslich mag noch bemerkt werden, dass man das Integral 1 - — i^^JT — 

in eine zur numerischen Bestimmung passendere Form bringt, wenn man in 
Nro. 3 des vorigen §. für ^sssO nach r diflerentiirt, indem man sich erinnert, dass 



d ( i e"*'.cte j sa— e-(*"+^)* ist. Man findet auf diesem Wege: 

Jr—u 






45) 



Wie man, auf diesem Wege weiter gehend, Integrale von der Form 1^ {t*Ta?\^ 

Ja 
für nsO; 4, 9, 3. . . • erhalten k()nne, leuchtet von selbst ein. 



§. 2*. 

Wenn man das Integral 4], 4a) §. 49 zu Grunde legt, so erhalt man das 
Integral ^«> . ^ 



00 

•^0 



durch Diflerentiiren nach 6. Es ergibt sich die Differentialgleichung 

Das vollständige Integral derselben ist: y=s(c^-i-u)e^'^, wo u eine noch zu 
bestimmende Funktion von 6 ist. Man findet nach dem bisherigen Verfahren 

t* = — |^/r.|e-('^'^+*^<^)d6. Diesesintegral verschwindet für 2)ssO. Dann ist aber 

44 
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so dass 





y äc=: I ^^^^« , welches Integral flir a? = y Ubeifeht in 1 !— — ^, 

°"" ^" I ^ i-t.r'jg« ^ = y . e»^ . /tt . I e-^l dx wird. Man hat daher 

r 

y=e»»^»'. l-^e-?^. /;?. j e"**. Ac- y^. 1 e-C-'»»+««).(fa) . Wenn man deo 

T 
Exponenten zur Rechten zu einem Xjuadrate ergänzt, so findet man nach einigen 
Umformungen: ^ ,,^^. 

oder was dasselbe ist: 

J 00 

So ist, Beispiels halber, fUr 6=1, c=2, rs8: 

1. -^:^ = — f~-h"*^ete = ?:Ji^ 

= 0,0033564647 
Für r=}/T wird das vorhergehende Integral, wenn man der Kürze wegen 
ya.rft-i-yj mit a, -|- + 26* mit /? bezeichnet und die Gränzen von — oo bis 
-h 00 nimmt - j^^ 

Setzt man hierin o? — — sUtta?, M-»--^)«da; statt cte, so erhalt man hieraus 
mit Rucksicht auf das schon früher bei dieser Substitution Bemerkte : 



r.'-'-(..i)..-^ _^ , j ,/7 r". 



.cte 

und für X statt o:^ : 



.2) 



da; . . . 3) 
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Aus dem vorhei^ehenden Integrale Nro. \) würde man durch wiederholtes Diffe- 
renliiren nach 6, c oder r noch Integrale von der Form erhalten : < 



dx 



J^ 00 j% QO j^ 00 

.£ 1^ " '^ ( -^) .<te 

(r»+a?*) 


Ist der Ausdruck 6r + — beträchtlich genug , so kann man das Integral 4 ) zur 



Rechten direkt ermitteln. 

zt man nämli 
Zahl aus (br + -^ j , so hat man nach dem Früheren 



Setzt man nämlich br-h^s^a, und versteht man unter m die nächste ganze 



!■ 






a 
Daher für das Integral 4 : 



§.25. 
Ein einfaches Beispiel von conjugirten Differentialgleichungen geben die bei- 

laa^.dx 



+x' 



1 ^ 'S. Durch Differentiiren nach a 



... 1 i cosoo^.da? , 1 sin 

den Integrale 1 ^^^ = y, und I --j 

findet man leicht die Differentialgleichungen : 

und hieraus folgen, wenn man weiter differentiirt : 

Die Integrale beider Gleichungen haben die Form : 

y=sucosa + t;sina; j8 = u^ cosa + t;^ sina, 
wobei u^ V, u^ und t;^ noch zu bestimmende Funktionen von a sind. 
Durch feiticres Differentiiren ergeben sich : 

dva — H- il/ -?■• }— T^ H 7=-| «cosa und eben so : 

V ^ iya %a Ya ) 

44* 



<08 

Setzt man jetzt a^ stcitt a, und nimmt man die Integrale Uj v, u^ und v^ von 
a bis X , so erhält man : 

Ja Ja 

f sin rfV.d^ Tj/^T sin (cc'-a') .do^ - i|/f . f "" t^-»') •''^ . . 2, 
Jo Ja »/a 

Gonstanten sind hier nicht zuzufügen, weil man fUr a=:0 hat: 

Jo Jo Jo 

Beide Gleichungen werden aber vermittelst der bekannten Werthe von 
fsinx*.cte = i|/f; (?^I^^Y^- 

verificirt. Das zweite Integral zur Rechten in 4 ) lässt sich durch theilweise Inte- 
gration übrigens leicht auf ein anderes zurückführen. Man hat nämlich : 

und wenn man von a=0 bis a=QO integrirt: 



Ja Ja 



>^— a^j ckr, 



so dass also nunmehr 

|00 



j °°7^'^'^ = y^\ I sin (ir«-a») dr + 1 cos (a*-o») «te' 

Jo (Ja Ja 

^^7^^^^ = |/f J j sin (o^-a*) cte - j cos (x»-a*) dA 4) 

\Ja Ja ) 

Beide Integrale zur Rechten 6nden sich aber in Nro. 15 und 46 des §. 4 für 
q=i\^ n=2, schon ausgerechnet, so dass für ein beträchtliches a, wenn man setzt : 

ß ., 4.3 , 4.8.5.7 4.3.5.7.9.44 ^ .^ 4 .8.5. . . . (4m-4) 

J^ 4.3.5 , 4.3.5.7.9 .^+, 4 .8.5. . . .(4m4-4) 
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wo imssa* in ganzen Zahlen (also die nächste gerade Zahl in a^) vorstellt, Air 
die obigen Integrale gefunden wird : 



Jl cos 

fco 
B\na*a^.dx 



TT^-"" = K T • {ir{ ^^ 

-v^-m •) 



4+a;» 



gegebenen Regel : 



Setzt man in Nro. 3 und 4 . • — statt x , und r statt a, so nehmen sie folgende 
Gestalt an : 

Hieraus ergeben sich, durch Differentiiren nach r, Integrale von der Form : 

f^osc^ ^^^ I 8iD^^dto^ Beachtet man, dass nach der §. S9 unter Nro. 9 

legel : 

sin (ac*— r*) .dx = — 2r . 1 cos (a?*— r*) .dx 

•»00 /»oo 

^ . I cos (05*— r*).efec = — . 2r . I sin (x«— r*).da:— 4, 
so erhalt man mit Rücksicht auf die Formeln 5 und 6, wenn r>3 : 

COS a je ^. — ^^j I »'"« g?^- — ^ 
»^0 

was durch eine leichte Substitution geschehn kann, so ergeben sich daraus 
durchDifferentiirennachrundaIntegralewie: fes^iflf!:^ „nd r --''""'^I'^ , 

oder was dasselbe ist: | ?_i_Af2£^i^ „„d '^ ' •sln.jr.to ^^^ . 

•'o •'o 



I 



COSd 

"(rN 



HO 

wo in letzter Form die implicirten Constanten natürlicher Weise eine andre Be- 
deutung haben wie vorher, und namentlich muss r eine reelle positive 
Grosse sein. 

Auf Integrale von der betrachteten Form lassen sich nun zurückführen alle 
Integrale wie : * 



fir'*.coso*ic*.cte , I 

.■t-/?xVy»'+....t.a^ ""** J 



0?***. 81 na'a;*. da? 



und zwar so oft die Funktion a-hficc^-hyoc^-^ ... +0^*^ in reelle Faktoren des 
zweiten Grades (o^-i-r') (o^+r *).... zerlegt werden kann. Durch die Substitution 
X statt oc^ nehmen sie eine etwas andre Gestalt an. Hierbei mttssen aber t^^rl... 
reelle Grössen sein. 



§.25. 
In ähnlicher Weise lassen sich die etwas umfassenderen Integrale : 

Durch zweimaliges Differentiiren nach a erhalt man aus dem ersten die Differen- 



'-H. 



tialgleichung : r*6*^' . y — d^y^ = I cos aaf* . cte =r — . F— . cos 



4 ^^ --iL 

Sit 



a' 



(Man vergleiche darüber Min ding' s Integraltafeln Seite 458.) 
Bezeichnet man F— • cos^ mit i4, so ist jetzt : 



fl 



Das allgemeine Integral dieser Gleichung hat die Form : 

ß) y^ (c+tt) .a*"^-* -»- (c, +v) c-^^*-« 
wobei wieder c, c^ die Constanten , u und t; noch zu bestimmende Funktionen 
von a sind. Man erhält auf dem bisherigen Wege : 



y) 



«=-ifr-«-'"-r— I— *» 
J a* 



Denkt man sich hierin q>^ statt a gesetzt, so überzeugt man sich ohne Mühe, dass 
die Integrale u und v für 9>s=0, also auch für a=sO, verschwinden^ und eben so 
ihre Differentiale. 

Demnach ist aus ß) für aa=0 : 



(y)o-. = c+Ci 



in 



Jr *^ — 







,_-^.,c-c.)-[-|^;5£^ 



«= 



fr 



rC-si)"" 



Somit c = c j = -— . — ^jj— j und folglich : 






^) 



wenn man zur YereiDfachuDg M = — ^^-^ . - — ^^j^^ — setzt. Diridirt man auf 

beiden Seiten dieser Gleichung durch e^^^^^ und setzt man sodann a ss oo , 
so verschwindet der Ausdruck links. Das zweite Glied zur Rechten wird : 

e-ra^e(**l ^ref**a\n-i ^ ^ ^ welcher Ausdruck alsdann die Form ^ annimmt. 
Durch Differentiiren findet man seinen wahren Werth s 0. Da nun: 

/»oo 

M == -.e-f*\l e-''«'*^''^a«-Vda wird, so ist also: 

t/o ^ Ja 



Beachtet man nun, dass a^^^.da ä -^fcKa*""*) ist, so hat man für a*"* ä a?, 

n 

a^ SS (z^-i , und somit für das gesuchte Integral : 

2) 



•'a*-* 

\ •'0 

' Ist nun ra^ beträchtlich genug , und versteht man unter m die darin enthaltene 
nächst grOsste ganze Zahl / so hat nach §. 3 Nro. 9 das Ergänzungsglied von 

I c*"*"" -^^ .dx die Form ^.c**.(cosiM)*'*'*'*, das dortige £ ist hier cosiu, wo q 
Ja 



H2 

einen ächten Bruch und k eine unbestimmte positive Grösse bezeichnet. Ist nun 
fi zwischen und — enthalten , so ist für jedes von der Null verschiedene fi die- 
ser Ausdruck mit wachsendem m eine sehr kleine Grösse. Wird diese noch mit 

— r — muHiplicirt, so ist also der Fehler, den man durch Vernachlässigung des 
Ergänzungsgliedes begeht, kleiner als (cos /u) *""•"*. ^e""**^**-®*^*^, welcher Werth 
hier ohne Weiteres ausser Acht gelassen werden kann, da ^ nicht = j werden 
soll. Demnach hat man nach der dortigen Formel : 



wenn man i*-l-0* = Ä*, tg9P = ^ setzt, wobei aber 

D — i . *»tCQ»^ . *>«<»»^i^ . *»»'CQ<V . . n^. cos m/i 

Die einzelnen Goefficienten n^ , n,, , n, . . . n,,^ werden in Folge von §. 1 nach fol- 
gendem Gesetze gebildet : 

^<? p • p • p • • • p • 
Ersetzt man hierin p durch -^, so kommt für n^ 

««-i-(»(H--(i+'"-0- 

Ferner ist nach §. 4, Formel 6, mit Rücksicht darauf, dass durch Vernachlässig 

X 

gung des Ergänzungsgliedes ein Fehler begangen wird < ^-i .,^ : 
e-rx^^'-e^'.dx == ^ /— "-^"■^-^\ ;^ yv", SO dass: 



je-" 



indem jetzt: ÄJ=P;+0!; tg^i = p' aber 

p — 4 _ »t'<^»f^ . n,.C08ajtt fi,.C08 8^ / I \m n^.cosm/* 

* "" r-a»» ■*" r».o*» f*.a*^ •+■•••1 — '; •-7iir;j5»- 

^ __ n,.8iD^ n,.8ina^ . n,.8in>^ . . t\m+t n^^.sipm^ 

während ;n und n^ die nämliche Bedeutung haben wie oben. 

Setzt man j^^ ß, so erhält M eine einfachere Gestalt, nämlich : 

Sonach hat man, mit Rücksicht auf die Gleichungen d) und e) für das Integral 8 : 
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welche Gleichung sich noch bedeutend vereinfachen lüsst, wenn man beachtet, 



1 1-. n n a (j . n,.C08«^ , »..C0S4ii . 

dass P+P,=:2.p+ '^^^^ + V.a^ "^"- 

unter 2y die nächste gerade ganze Zahl verstanden, welche in m » ra^ enthalten 
ist. Bezeichnet man die Reihen ^ und & mit 2P^ und 2^^ und setzt man femer 

Po— «0, =Äo'«"^*S wodurch ÄJ = PJ + <?; , tgy^ss^ wird, setzt man 
femer ra'^.cos/i =p, ra**.sin|u = 9, so hat man für das obige Integral : 

I r^e^M^a^ = ß.r{%ß).cosßn. ^.^ + ^^^^.^^ •»ife'--*) 





Das entsprechende, oben mit z bezeichnete Integral führt durch zweimaliges 
Differentiiren nach a zur Differentialgleichung : "^ 



»00 

r*.c»^«.y — d*y^=:| sinaa^.do; = i.r^. sin^.-i- 

a" 



'•y-^ya = l s 



1 

welches letztere Produkt mit — — bezeichnet werden soll. Das Integral dieser 
Gleichung hat dieselbe Form wie in /?, und es ist wie dort 

Die Gonstanten haben denselben numerischen Werth wie oben, nur verschiedene 
Zeichen. Es ist nämlich, mit Rücksicht auf die obige Bezeichnung, css— c^sif, 
so dass man, gemäss der Formel Nro. 2, hat, wenn a" statt a gesetzt wird : 



•C- 4)-| 
•'0 



o«-* \ f • • • ö) 



Unter denselben Bedingungen wie vorher lasst sich auch dieser Ausdruck verein- 
fachen und man hat schliesslich : 

I -ppjn^^^sT = ßr{iß).smßn. pj; jp^r:;^5 jjt^ ... 6) 



15 
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Setzt man in den Gleichungen 4} und 6) zunächst ^ = , so wird auch q>^ = 0, 
und man hat für R^ : 



»4 



2y wie oben, die nächste gerade ganze Zahl aus ra^. 
Ferner ist p = raf*, 5 = 0, daher : 



= Ä' 









Hieraus fürn = 2; ß^^irTi^ß) = Fi = V^, sin/J/r = cos/?/r = VT 



8) 



also: 



\ r*+a?* "■ r 2 • 4r»a "^ 4r. yl^^ 





9) 



00 



f , 



Aus Nro. 4 und 6 folgt durch Addition : 



f 

und nach leichter Rechnung sogar in endlicher Form : 



..^ «n = Pm2/?)- -i- .(cos/J/r-hsm/J/r)../? = 5^..<<) 



f 



!^,./.<+a^ = i;3(rr^ . ßn.H+cot^ßn) <2) 

►'0 

Aus Nro. 7 und 8 erhalt man femer durch Addition und Subtraktion : 

r 

•'O 



I Bin [ßn—a'^i 
•^0 



-^^^ = 27*(i^-/^^-(^+^H5/^^) ..... U) 
Aus 4) und 6) hat man durch Trennung des Reellen vom Imaginären: 
I C09 a^af^.dx ^ R.-^-IW) cosfa.8iD(>/i4-y,) g-'i^.8in(g4-(4-/g)ä/*) jmx 
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I. 



r: _ 

I r*+Är*. a?**. cos 2^4-aj** r*. a 

und mit Rücksicht darauf, dass R^ sin ^^ = Q^ : 

I a^.cosa*^af^,dx _ ß>r(^?) co^ßn ^ g^^. cos (g -4- (4-/^)2^) ^ 

I r*+8r*ic*".co82ii*+»*" "■ r*.a * 8in V ' ^* 4r(— »^.sinaT* ' ' ^ 

r a?»^.8iD g^a^. da; _ ß-Pj^ß) sin^ g"i'.C08(g»4-M-/?)2.tt) 

I r*+2r*a^'». co8«^4-a?** "" r».a ' siniu ' ^o 4r(— »/^). 8in2^ ' * ' ^^^ 

Aus den letzten 4 Integralen ^folgt noch durch Addition und Subtraktion: 

(co»a-^«intf'x2- ff = Vg±M.Üg^g±Jl.) . (cos/?;r+sin/?;r) 191 

r*+Jf*»*".cosJ/»+a»*" r*. a sint/u \ r ^^ r ; 



(cosa"a^-gintf'a;»).«te _ «../?./1[a<?) ^{ift+y,) /.„ff,, njnffjr^ . *~^»i'»te+(4-/» V) ,„> 



(co,a"^+ «ino».^). o^^dr ^ g^:ij!eiji.(cos/gnr.t.sin/g^) 21) 

r'+ar'a;*'*. co8«/44-a?*** r*.o.sm2^/ '^ ^ ' . . -ly 

I r*+Jr*a;^.C08t/tt4-aj** r».a. sinJ^ v r r / 2.r(*^*p). sm«^ ^ 

Aus den vorhergehenden Resultaten lassen sich noch eine Menge besonderer 
Formen ableiten dadurch, dass man nach a, r und ii differentiirt, wobei jedoch 
zu beachten ist, dass man dabei auf Integrale stossen kann, die keinen endlichen 
Werth haben. Bemerkenswerth ist noch die Substitution fi= ^ > wobei wir 
jedoch nicht langer verweilen wollen. 



§. 26. 

Es mag noch gestattet sein , einige Formen f\Xr n = 9, besonders zu betrach- 
ten. Die im vorigen §. betrachteten Integrale haben fUr fi=:0 und a statt a^ 
auch folgende Gestalt: 

und für ein beträchtliches ar: = ^y^* \ -^ + e"^^. iY^\ .... 1) 

M5* 
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«««-=, y.:-j/^ -«-'•''• ^H 2) 

. . _ , . <.8 . 4.8.5.7 . . <.8.6....(Jm-4) 

wobei r-4+,-.-^ + -5j^(^ + + ,,.(^)., , 

WO unterem die nächiste gerade Zahl zu verstehen ist, die in ra enthalten ist. 
Setzt man x statt cc', so hat man aus den vorhergehenden Nummern noch durch 
Differentiiren nach a: 

•^0 l Jyra Jo ) 

oder =/«.je-ra.^|^_^j 3) 

,. 4 4.8.5 4.3.5.7.9 4 .3.5. .. .(4w+4) 

wenn i^ = ,„ + ,..(ro). + ,.,(„). +• • •+ — psrjj^üriT— 
unter Sm die nächste gerade Zahl verstanden , die in ra enthalten ist. 

Jo _ [...4) 

•'0 ( •'yTö •'0 

'-'Vl-Y^ »> 

und in endlicher Form : 

00 

(cos ax — %\nax) . dx n ^ff^ . 
;5-r^ = «7 • ^ ^) 






und hieraus durch Differentiiren nach r : 



I (r* + xV " 4r -^ '\ ^/ ' 

Ferner hat man für rt=s 4 : 



Hl 

-, . 4.8 4.3.5.7 4.8.5..(am-4) 

wo nun T=i + ^-^ + -^^^ + + ^^-t 

unter m wieder die nächste gerade ganze Zahl verstanden, die in a enthalten ist. 
Aus 8) und 9) durch Addition: 

Ferner jütafEii^^i^L*? =. |. . «-« . . H) 



J. 



— P^pp "Tpr-r~iJ^; **' 



Auf diese Weise fortfahrend, würde man Integrale erhalten , die den Faktor 

tm+i 

X s enthalten , wenn überhaupt das Integral 

»00 



I 008007.0? / .da; i I sinoa^.a; b 

— TT]? — "^^ — rf^ 

•^0 •'o 



fürn > 4 noch einen Sinn hfitte. 

Da man in obigen Integralen auch y statt x setzen kann , so erfattlt man 
leicht noch folgende Doppelintegrale : 

dx 

_ 'vT 
oder ^-Tt.VTt.e-".-^ ...... 43) . 



l' l""'';^'^^'^'^"*' -"•/-• [[«-•■• *- - •-"• J«-"- 






• «-»« 



dx} H j- 



r* ^ TT«.«— 



(< + «•) M + v») -«• e-.le^ .ftr-e . I e- . 

- j \ •' V'a •'0 



ä.}-'-^ 



„.üL_iiLiIÜ <5) 



IIS 



»QO >aOD 



n 

noo 
(co8oa; 
_ j 



— sing?) (cosy — 8in y) . y^g; . Yy . dx . <ly ^-^Z^ ' |7\ 

oder = (nr)l.^, (r-1) 18) 






8ina(j?-y) .flTJ.yt.dg.dy ^ 

(4 + a?*)M4-y*) " *') 

(cos aa; ^ sin ax) (cos oy — sin g y) . orl . yl . cbc . dy «•.«*-»" 









.-^•••23) 









,» •— tra 



i:!?-^-*:"-^-- 24) 



- - \ •' Vra, •'0 / 



?r -4 iT.t 



.« ^ — ir« 



•T^-^^^^b— 2S) 



» . ar* 8r» 
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n 8ino(a;-y).da;.dy _ ^ g^. 

/5./y.(f*+a;')(r»+!/») 
- J 
noo 
(cos 00?- sin flj;) (cos oy - sinoy) . dx,dy _ n^.e"^^ ^^ 

/5.(f*+^')./y.(r»+!/') ^»^ 



§. 27. 

• , 1 1 «"■****. COS ÄÄ*. da? .« . t 

Setzt man das Integral 1 j— -5 = y > so ergibt sich , wenn man 

nach a differentiirt : 

Das Integral dieser Differentialgleichung ist aber: 



b) y=:(c + M) .e«, 

wo u eine Punktion von a ist. Nach dem bisherigen Verfahren ergibt sich ohne 
Schwierigkeit : 



u^-iY^-.p-^.y 






während man für o =s findet : 

d) const. =c= — j^:^— . 

Setzt man diese beiden Wertbe in die Gleichung b) ein, dividirt man sodann auf 
beiden Seiten durch e^^ lässt man ferner o unbegrflnzt wachsen, so verschwin- 
det das Produkt zur Linken und man erhält : 

,Yi.i-^.Y^^^^J^^, 4) 

oder wenn man nach §. 25, Nro. 3 -statt des Integrals zur Rechten den dafür 
gefundenen Ausdruck setzt : 

I e-^.|/ '''^>^y-'^ = 2. lsiD(a^-/?).<fcc+ [cos(a;*-/?).rfa;j ... 2) 

Jo \'^VJ *^ VI I 

und Air ein hinreichend grosses ß : 



J ^ • r . x'+z«» - y7 ' 



.-X ■\/ x*Va^+ß:dx _P+Q 



420 



wahrend : 



_ . 4». ■ <8.8.7 , ..^ <.».5...(4w-4) 

'<^"~(4/J) («/»)• (»/»)• •'•* ' ■ (»/?)•"♦* ' 



wobei man unter 8m die nächste ganze gerade Zahl versteht , die in ß enthalten 
ist. Ganz eben so findet sich, wenn man von dem Integral 
ausgeht : 

oder : 

L-*. "j/zf+^^iif = 2 . j 1 sin (cc*-/9).(te- I cos(a*-ß).dx\. . . 5) 

und wiederum fUr ein hinreichend grosses ß : 



'M — TT^ 

•^0 •^l/J 



•'0 



^ V — ^Tf YT ^ 

Man kann den vorhergehenden Integralen zur Linken auch, indem man 
xssß. cotgf) setzt, folgende Form geben: 

YW)\e-ß-->^<P.oosig>.^^ und >^. j e*-/»-.«^. sin*,,.^. 

J J 

Es ei^ibt sich jetzt fllr die zu Grund gelegten Integrale vermittelst der Gleichun- 
gen 4) und 4): 

f r-, »y . ^ , ^ r., ./ .^ )^. ^ ....*, 

und 

I m? - « . I « • K J?qr? , . . . 8) 

wobei die Integrale zur Rechten allerdings noch viel verwickelter ausgefallen 
sind, als die zur Linken. Es lassen sich aber diese letzteren aus einem andern, 
allgemeineren Integrale ableiten und für beträchtliche Werthe der Gonstanten 
sogleich wieder ausgerechnet hinstellen , wie sogleich gezeigt werden soll. 

Setzt man nämlich das Integral I . ^ ' — = y r ^^ findet man durch 

Integration der Differentialgleichung: 
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y = p"X'r'^ = «'•*"'*"'' • (,^- 1^-''-'"- f -"'^^ •'""•^) • • • «) 

woraus sich vermittelst des bekannten Werthes von 1 c"""*^***^*.(te=-^.e"^' 
leicht ergibt : 

fli:l^^ = y^.e-K/fe-»'x'."".dx\e'^«*«*'" ... 40) 

Nun ist aber nach Nro. 6, §. 4, mit Vernachlässigung des Ergänzungsgliedes,, des- 
sen numerischer Werth kleiner ist afs — r— r , wenn man die dortijzen Aus- 

drücke anwendet, nämlich : 

p . 4.0082/* 4.3.008 4^ . ..^ 4. 3. 5.. (8m— 4) cos 2m/* • 

^"■^ 2.(ro)* "^ «•.(ra)* "'^ ^^ ' 2"'.{ra)»'* 

^ 4 . sin a.a 4.8.sin4/* 4.3.5. 8in6/t / 0»»+* ^ '8. 5. .(2m— 4) 8in2m/* 

V^.e-^<.e^«'^*'*\ j ^-«•^•^•'^'.(te = ^.(P-l-tp).e-'*V odfer wenn löan 

P+iQ= /{.(cosgo+tsin^)) =sR.e^^ setzt, wodurch, wie schon oft, Ä*=/^-i-Q*, 
tgy = -^ wird: 






•'0 



H) 



Setzt man nun r*.cos2/i = a, t-* . sin2/i = /9, wodurch r = ya* + /?* und 
|i=|^arctg— wird, so erhält man für as=1 durch Trennung des Reellen vom 
Imaginären aus vorstehender Gleichung : 







J = ä-. <2) 



1 



e^"**.8in/?a;*.<ia? _ y^ft. sin (/*— y) . 

4 4-a;» "~ 2r 



3) 



^0 
Und dadurch auch schliesslich (br die Integrale 7) und 8) zur Rechten : 









« -K — ^?:57' i;^ • • • ^^' 

a 

16 
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In dem besonderen Falle, wo a>1, /?<<, lassen die beiden Integrale M und 13 
durch Reihenentwicklung von cos/9aj* und sin ßcc^ noch eine eigenthUmlicheForm 

zu. Indem man nämlich das Integral I - — '^ ' ^ durch Division von , in 
eine ganze und eine üchtgebrochene Funktion zerlegt, so erhält man vermittelst 

des bekannten Integrals | e"""^'. a^^.dx = ' \iaY **" • 1/ "^ » wenn der 

•/o 
Einfachheit wegen folgende Bezeichnungen eingeführt werden : 

J VV 






n 1 .0.0 n ^ .A.D. / . . 

- fi + 6^- f? + I7- •••= sin /»-/»= -'^.- sin/» 






+ (Ä,,-ifJ^,cos/9-..| 46) 

+ (B,,-B,,)J^smß-..\ ...... 17) 

In ganz ähnlicher Weise , wie zu Anfang dieses §. (weshalb auch hier die 
Entwicklung Übergangen werden niag),ei^ibt sich, wenn man von den Integra- 
len ausgeht : 

i '^^(^ ""' i -(-^i) ' 

mit Rücksicht auf die Resultate Nro. 4 und 5 des §. 16, und wenn man der KUrze 

ß 
wegen ^ = tgy setzt: 



4 23 



Je-*"*. sm{Hgq) + i(p) . V^cosy.da; = — ^ . 1- 



3+a;» 



19) 



weiche durch Zerlegung der Integrale zur Rechten in i einfachere, und mit Zu- 
ziehung der Formeln 3 und 4 des §. 25 nach einigen Unaformungen leicht auf 



Integrale von der Form I sin {a^-^p^.dx und 1 cos (oc^-hp^).dx gebracht wer- 
den können, wobei wir jedoch nicht verweilen wollen. 



§.28. 

j— 4 — = y, so hat man durch Dißerentiiren nach a: 

er) 2ay— dy^=2a.l6""v ^ "'"i^Jxoscaj*.rfa?===|/^.e"**''*.cos(26(/,+45pJ|/^cosqp^, 
wenn der Kürze wegen 

j9, = i/2"./a» + /SN:c»; g, = iK2".V-a'+Ka*+c^, 9), = arclgJ 
gesetzt wird. — Das Integral der vorstehenden Differentialgleichung hat die Form 
/J) y = [C-hu) e**, wo w eine Funktion von o ist. Differentiirt man diese Gleichung 
nach a, so ergibt sich leicht : 



- y) 



M = — y~^. I e-(x*+ibp) , cog (26g+^g)) . Ycoscp.dx, 



wobei nun p = i>^2 . )/ äs* + y^cc* + c* ; 9 = iyT. ]A— ic* + |/a;*-»-c*,. 

c '10 ""^ COS cd^ öx 

5P = arctg-5 ist. Für o = ergibt sich die Constante C=l ^^j ^ — . . .d) 

Jo 
Setzt man nun die Werlhe von C und u in die Gleichung ß), dividirt man auf bei- 
den Seiten durch e^*, lässt man sodann a=oo werden, so verschwindet das Pro- 
dukt zur Linken und man erhält: 

QO 






^ 1) 



Setzt, man aber dies letztere Integral zur Rechten =2, und zugleich darin 
statt Xf so hat man durch Differentiiren nach b: 



dzf, 
und folglich : 



= -26. 1 5- 



cos^.dx- 



UV 
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Die Form des Integrals dieser Differenlialgleichung ergibt sich abermals: 
/9J j5 5= (C + i/;)e^*, wo tp eine Funktion von b ist. Man findet: 

yj i/;=-y^;^.le--(^'+^V^«"^.cos(ccy^2c).cte, 
wahrend fUr 6=0 für die Constante sich ergibt: 






•'0 

Fuhrt man nun C und tp in die Gleichung ß^ ein, dividirt man auf beiden Seiten 
durch e**, und setzt man sodann 6=oo , so kommt: 

yni c-i^'^^y^^. cos (,T/2^.cte= 1 £2i^i^ , 

•'o •'0 

welchem Resultate, wenn 2c^ statt c gesetzt und der Exponent zur Linken 
zu einem Quadrat ergänzt wird, auch die Form gegeben werden kann : 

oder nach einer leichten Umformung zur Linken , und dem aus §. 25 Nro. 3 be- 
kannten Werthe des Integrals zur Rechten : 

/Tr.e^' .le-^* .cosSc [x—c) .cte = il/ y. 1 sin 2 (x^-c*) .dx + 1 cosj {a?--(?) .dx\ . . .3 

Vermittelst der Werthe von xp und C findet man aber für z : 

2 = V^Tr.e^'.j e"-(^'+^>^^). cos(,T|A2c).cte, oder für 2c* statt c: 

Jo J6 Jd+c 

Dadurch erhält man schliesslich für das Integral \) zur Linken: 

/»oo /» 00 ■ 

I e-(a!'+»69(a!)),cos(26/-(a;)+f*). ]/'cösy.da;=y^.e'''+''*.| e-'^'.cos2c(a;-c).(tc. .5) 
t/O Jh'k'C 

wobei Xa?) = yTT ]/a^+ |/ö?T4?^, /*(a^) = j/T. )/ — a^ + )/ir*-h 4c* 



2c* 

und ^ = arctg— j- der Kürze wegen gesetzt ist. 



Für beträchtliche Werthe von b und c, (6+c>3) hat man mit Vernachlässi- 
gung des Ergänzungsgliedes, welches einen Fehler gibt < ^^, ^^^ , nach den For- 
meln 5a und 7a des §. 6, vermittelst einiger sich von selbst darbietenden Re- 
duktionen : 
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I e"^ .cos2c(a3— c).(te = — ^^ — r . cos(2ftc+M— y) .... 7) 

Jb+c 

wenn man tgw = ^,^ r = >^(6-hc)*-hc2 = y^2{c»+6c)-h6* , Ä*=P*+(?*; 
tg ^ =s -^ und endlich : . 

^ 4 . siim 4.3. 8in2u , 4 . 8.5.8iD8ti . |\t»+t 4. 8.5. .(tm— 4) sinamti 

zur Yereinfacfarung setzt, während wieder m die nächste ganze Zahl aus r^ ist. 
Dadurch hat man aber für das obige Integral : 

j«-(^*+*^^(^)).cos(26/Ia;)+i^).}/^^^.rfaj = J-^^ — !.cos(26c+m-9)..8) 
Auf Integrale von derselben Form wird man gefü)irt, wenn man das Integral 

I ^ ^. Sin cj . — ssy zu Grunde legt. Differentiirt man nach o, so findet 

man durch ein gleiches Verfahren wie im Vorhergehenden : 



Setzt man abermals das zweite integral zur Rechten =:j3 und darin — statt a?, 
so ergibt sich mit Rücksicht auf die Formel 3) des §. 49, wenn man nach b diffe- 
rentiirt: z = {C-¥'ip)e^*j wo yj eine Funktion von b ist. Man findet auf dem- 
selben Wege : 

/» 00 

i/;=-|/^7^.je-(^'+^V^).sln(ir>^2c).rfx, 
während die Constante fUr 6=0 sich ergibt: 

= 

■ 1 -hx' * f »II 

Setzt man die Werthe von \p und C in das Integral ein , dividirt man auf beiden 
Seiten mit e^' und setzt man sodann frsoo , so kommt: 

• 00 



.^ fsin^ = ij/i-| fsin (a^-c*) .dx - f cos (a;*-c«) .(tej 
•'o \jVT J VT I 



y^TcXe- 



L-(a;«+a.]^2c;,sin(j,|/2^.dir=j?^^ j sin(a;*-c*).(te-j cos(a?-c»).(teUo) 

Dadurch erhält man femer für js. . . oder: 






c/jf . . . . 41) 



Dadurch geht die Formel 9 , wenn man 2c^ statt c setzt , und das Integral zur ' 
Rechten etwas umformt, über in : 
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wobei q>{x), f{x) und ^ die oben angegebene Bedeutung haben. Das Integral zur 
Rechten ergibt sich ganz so wie das entsprechende in Nro. 7, weshalb wir es 
blos hierher setzen wollen : 






§.29. 
Auf Integrale von ähnlicher Form wird man geführt, wenn man das Integral 
. . = V nach a differentiirt. Man erhalt zunächst die Differential- 






I 

gleichung : a) y+rf*y^= 1 e~('^'"*'^D.(te = il/-^.e--*^>^ 

deren Integral, wie man bald findet, die Form hat: 

ß) y=: (c^+w)cosa-i-(Cj+i;)sina, 
wo wie gewöhnlich u und v Funktionen von a sind. Nach dem bisherigen Ver- 
fahren ergibt sich : 

•'o 



Für a = hat man ferner 



•^0 

Nun ist aber nach dem Frühem : 






.<lr 



•'fe 



sin(a^— 6*).fir 



^0 •^b 

und wenn man diese Gleichung nach b differentiirt: 



iil 



(^;^ - v^-jl-i^-'f) 



.dx 



Substituirt man nun im aufgegebenen Integrale a' statt a , so erhält man, ver- 
mittelst der vorhergehenden Gleichungen : 

y= y^. coso*.| I cos (cc*— 6*). ctr — I e"*^^. sina^.cte' 



Nun ist aber nach einem frühem §. 



y^.sina^.J I sin (a^— 6*). da? — 1 e"^^^. cos cc^.dx^ 
Binem frühem §. : 

/»oo /»oo 

I e^^^^.cosa^.dx = I sin((r*— 6*).cfcc 
Jo Jb 

/»OO /»QO 

I e-»fta? sin^^^ -5-, I cos(a5*— ft*).(te 
t/o Jd 



Dadurch erhält man für y : 



y = y^Tt.cosa^A I e^^^^.sina^.dx — I e"^^^, sincc^.dxi * 
y^TT. cosa^.j I e""*^^.cosa^.(te — I c^^^^.coscc^.ctrj 

/»oo /»oo 

^= y^.coso*.! 6""*^^.sina^.(te-h y^Tr.sino^.l e"*^^.cosa?*.cte 
Ja Ja 



oder was dasselbe ist : 

»00 



Jo •'a 

I j— j SS Y^A sina^.da? = i"77j> w^® ^"^s auch. 

•^0 

schon anderweitig bekannt ist. 

Das Integral zur Rechten in Nro. 1 findet sich schon ausgerechnet §. 8 Nro. 7, 
wonach mit Vernachlässigung des Ergänzungsgliedes : 

I e''^^^.sin{o[^--a^).dx =y -^i^^.^-^.siniw-^e^q)) ist, 

während « = ^; tgw^ = -X^J ^9 = B»' ^=ö*+6* ist, und 

p . i .C08 2u; 4.8.C08 4W ^ .3.S.co86tP , ,^^ ..|„ 4 .3.5. . .(8m— <) cosämti; 

^ i.sintw 4 .3. sin Au; 4 . 3 . 5 . sin 6w . ivm+i 4 .3.5. . .(2m—4) sinamt/; 
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unter m wieder die nächste ganze Zahl verstanden , die in r^ enthalten ist. Die 

r* 
Fehlergränze ist < — -^j-r — ^-^. Folglich ist : 



I ij^^ = y '-^^-'-Y-'Sm{w+s-g>) 2) 





Differentiiren nach c : 



a) y-cPyc = I e-C'^'^^+p). cos caj^.cte = ^.e-»*P.cos(26g+i9). /cösy 

•^0 

wenn man , wie oben : p = ]/¥. ya^-h Y^a^-ht^j q = 1^2 • V^— o*+ }/^a*'hc^ 
q>= arctg-i setzt. Das Integral der Gleichung a) ist: 

wo wiederum u und t; noch zu bestimmende Funktionen von c vorstellen. 
Durch Differentiiren der Gleichung ß) ergibt sich, wenn man : 
y) e^.dUc + e~^.dVc = setzt: 
d) cPy^ = (c^-hM)e^ + (c,+t;)e-^ -h e^.dUc — e-^.dVc 
so dass man vermittelst der vorstehenden Gleichungen erhält : 

€) c = c, = 4^.1 i- oder nach Nro. 1 : 

e^) Cj =Cg =|^l/7r.| e""**^.sin(a?*— ö*).(ir. 
Q u=-^.l e-(^+2*P).cos{26g+l9))./^ös^.dc 



» = -1— I — 



^) v = -t-J^ . I c-(^-2«^P) . cos (26g+i9)) . ycosy. de 

Substituirt man die Ausdrucke für c^, c,, u und t;, in die Gleichung ß), dividirt 
man auf beiden Seiten durch e^ und setzt man hernach c = <x> , so verschwindet 
das Produkt y.e"^. Das zweite Glied zur Rechten nimmt zwar die Form an ~, 
es ergibt sich jedoch nach bekannten Regeln , dass auch dieses Glied = wird, 
so dass man schliesslich erhält : 

Cj -hM = 0, oder: 

1^1 e-"(^+»^P),cos(2fr9+i9). V^^.tte = '.^ß'"' • • • 3)- 
wo nun jetzt: p = |^2. ]/ a'-h}/o*-4^; q = j/T. V — o* -h /o* -hcc*, 
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g) SS arctg ^ ist. Setzt man statt des Integrals zur Rechten den dafür gefundenen 
Werth, so erhalt man für beträchtliche Werthe der Constanten a und b, (a-h6) > 3, 

/»oo /»oo 

I e-(^+*^P).cos(26g+i5p).}/"^^.cte=2a.| e-*^^.sin ((r*-a*).cte 

"'^ ^^ ..4) 

= «•>^5j^-^-'^*-sin(u;-h6-.g)) ' 

wobei Pj Q, Wj g> und e die oben angegebene Bedeutung haben. Verfährt man in 







gleicher Weise mit dem Integral : | ^— ^ ^"^^ -^ i co? . — __ ^ ^ indem man sich 



erinnert, dass durch Dififerentiiren nach a aus der Gleichung 4) dieses §. folgt: 

I '"^"'];^^j '^•'^ == V^. e-»ft^.cos (a^-a').(te .... 6) 
•'a 

so folgt durch Integration der Differentialgleichung : 

Z'-d^Zc — I e-(**^*+^. sin ca^.(te = -^.«-*^.sin(269+iy) . y cosy 

durch dieselben Schlüsse wie im Vorhergehenden : 

/»oo /*oo 

I e-(^+*^). sin i^bq-^i^). ycös^.dx^ia.l 6"*^^. cos (cc*— a*) .da? 
t/o t/a 



- a.l/:^±y.e-^«*.sin(tt;+€-y) 
wo p, g, P, Q, 5p, u;, € dieselbe Bedeutung haben wie oben. 



§.30. 

Denkt man sich bei dem Integral I e~* cos. bx.dx = f{b)...cosbx in eine 
Reihe entwickelt, so hat man eine Reihe von Integralen von der Form 

Setzt man ax statt x, so bleiben die Gränzen dieselben, und man hat 

f r-'»*".!r»'».dx = ( e-«***".a*».o*'»+«.(te = *,« 
i/o Ji 

und also: n-'^^^-a^^-da; = ^t = J.^. 

Auf diese Weise aberzeugt man sich, dass wenn man hat : 



\1 



I 
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e~^ .cosbx.dx = /*(6), dann auch sein muss: 



/o 
ß-'f»'"^", cos bx.dx = 



I: 



«— d iC n/\s hnr* rinr* —-- _ /■ 1 



Nun sei | ' ,), — ^ — = y ; differentiirl man nach a , so wird 



und 



also: Sn.a*'»-*.^ — dy« = ^n.a^^-Kl e"^*"^*'' .cos bx.dpc 



dya = — 2,n.ar^ ^ ■ ^ 



oder t/.Sn.a««"* - dt/« = 2n.a2''-'./(|). 

Das Integral dieser Differentialgleichung hat die Form 

a) y = (c + t/;)e«'", 
wo xfj wie gewöhnlich eine zu bestimmende Funktion von a ist. Man findet leicht : 

während für a = , y) c = 1 ^^^.^««^ wird. 

Dividirt man nun nach Substitution dieser Ausdrücke in a) auf beiden Sei- 
ten durch e^ und setzt man a= oo , so verschwindet das Produkt zur Linken 
und man hat :. c + 1// = 0, oder w^as dasselbe ist : 

»^0 

Fürn=1, wird z. B. fC^^ = ^.e""^ und folglich: 

«-(-*-^^).rf^ = ^.hL^ = + >^.e-" 2) 

CZbx 

wie bekannt ist. Da man das Integral I ' bekanntlich, wenn n eine ganze 

Zahl ist, immer in endlicher Form finden kann, so ist mithin auch das Integral 
I e"^***.^** "*./*(—) 'CUc in endlicher Form zu ermitteln, obgleich die Funktion 

f(—) eine unendliche Reihe ist. 
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Es sei z. B. n=:2. Nun ist nach §. 15, Nro. 3, wenn man dort ^«=7, r=\ 
setzt, und mit Rücksicht darauf, dass sin y =cos y = i)/T ist : 

cos «iu = cos Y=0, sin(-^+2t/.sin-^)=i/2:{cosM/2 + sinu/2) 

I cos%ux.dx ^^^^_uy2 (cos w/ä"+sin w/äT 
•^0 



^0 
Daher hat man 



fe-^\x^/*(^)-cte = y.e-«>"^(cosw/2 + sinu]^^ 

«/O 

Auf ähnliche Weise überzeugt man sich, dass, wenn man hat 
e'^^^.sm 2bx.dx=(p{^b] , alsdann auch sein muss: 



3) 



fr-«'^^^sin26ir.cte=l.y (^^). 



Wenn man nun , - ^_^^. 
Weise wie vorher 



i 



e «''*^.sin^26a;.da?_^ ^^^^^^ ^^ eTh}k\i man ganz auf dieselbe 



Setzt man z. B. »1=1, so ist mit Rücksicht auf Nro. 18 des §. ■16 

t/Q 

Folglich hat man nach Nro. 4: 

r/e-(-*-^)prf.|.d.=j?i=i^ 5) 

oder wenn man das implicirte Integral entwickelt: 

•'0 

Setzt man hierin x statt a;*, indem man beachtet, dass : 

A-(^'+^)._^=|re-("*^).^ ist, so hat man auch: 

r <+«» °°^)| ^\x^ci^.».U ^a!*.5.«/ ^ a;\7.8/ / 



«te^ . .7) 
17' 
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Da es Dun schwerlicb gelingen durfte, das Integral zur Linken in endlicher Form 
zu erhalten, so leuchtet auch ein, warum man daslntegral zur Rechten nicht in end- 

lieber Form zu finden vennag, wahrend doch 1 """'"^t — in solcher bekannt ist. — 



C 

. I COS Vxc d 

Von den Integralen | c"^^. cos %x,dx und I e"®^. sin zx,dx ist noch bemerkens- 

Jo t/o 

werth, dass sie partikuläre Integrale sind der beiden Differentialgleichungen: 

d^''-% = ^.y und 2n.d**'-*.w^=4-h;5.w 

wenn man das erstere =y und das zweite =u setzt. Wie mit Hülfe der 

Integrale h-(^-^^').g das Integral p^nS"^ 
ermittelt werden könne, soll später gezeigt werden 



unter besonderen Umständen 






Wird ferner das Integral 1 ' , — =y zweimal nach b differentiirt, 

Ja 
so erhält man die Differentialgleichung 

deren Integral die Form hat: 

ß) y = (c-hw) e*^*'+ (C, -ht;) c-*^*", 
wobei wieder u und v zu bestimmende Funktionen von 6 sind. Es ergibt sich : 

und in gleicher Weise : 

während c-hc^s^O, c— c^ = — .1 ^ ^t .^t gefunden wird, so dass man erhält 
c=— Cj = — «l — ^^^ — , wenn man das vorhergehende Integral gehörig umformt. 
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Siibstituirt man diese 4 Werthe von u^ v, Cj c^ in die Gleichung /?), dividirt man 
links und rechts durch e^^^j und setzt man sodann &=oo , so vorschwindet das 
Produkt zur Linken, und man überzeugt sich bald^ dass auch das zweite Glied 
zur Rechten =0 wird, so dass man erhalt: c-hu=:0 oder: 

I /e-('»+'-)?.je»».dA(te = j^I^ 8) 

oder wenn man das implicirte Integral entwickelt : 

Jr* 

Oder auch: L'-l ((a;-r)+(^V(|^V'^+. .).(te = jil^ . . 9a) 

ein jedenfalls beroerkenswerther Ausdruck fUr den Integrallogarithmus. Setzt 
man in 9) r=:0, so findet man, nachdem man gehörig reducirt, indem 



/> 00 

•^0 



i« (< -Hi+i+++i+ ... in infin) = 1 "* = qg 



d. h. die Reihe zur Linken divergirt, wie bekannt. 



§31. 
Versteht man unter n eine positive ganze Zahl, ist ferner u eine reelle posi- 
tive, aber beliebige Grösse, und setzt man |ac'*.c"v ^/. dx^=^q>^y so erhalt man 

durch Difiercntiiren des Ausdrucks aj**. e~v "*"*/ nach.x: 

dx 
Wenn man nun bemerkt, dass der Ausdruck unter dem DiflFerentialzeichen so- 
wohl fürir=0, als auch fUra?=oo verschwindet, während er innerhalb dieser 
Gränzen weder unendlich wird, noch sein Zeichen ändert, so hat man durch In- 
tegration der vorstehenden Gleichung zwischen und oo , mit Rllcksrcht auf die 
vorhergehende Rezeichnung , die Rcduktionsformel : 

Setzt man nun der Reih« nach 72 = 1 ,$,:{,.. . so hat man: 

T4 = ^<ra-»-"-y2 
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so dass man mit HUlfe dieser Gleichungen, wenn Sl der Integrale q> gegeben sind, 
alle anderen durch dieselben ausdrücken kann. Nun ist fUrusI, 

9,.= fe-i''-^i}.<l^=i.fe-i''-^i}.dx+e-' und pi^+i)-! »ä/e-KD-f 

c/0 t/O Jo ^ Jo 

Vermittelst der mechanischen Quadratur hat man aber 

9)_ ,= |e"('^"^i^).^ =0,1463526234 

q)^ = je"('^"^^).(te = 0,2797348535 

(In Beziehung auf dies letztere Integral vergleiche man einen Aufsatz von Raabe 
in Crelle's Journal Bd. XVIII, Seite 75 — 99.) 



olge 
9- 


dieser Werthe bat man i 
,=0,4463526234 


nun: 


,=0,1654005115-1 


fpo 


=0,2797318535 


'6 9*0 


=0,4467419229-1 


9. 


=0,4260844764 


Igy. 


=0,6294987097-1 


9. 


= 1,1349008063 


'gy. 


=0,0538083700 


Vt 


=3,8217868983 


•sy» 


=0,5822664666 


9. 


= 16,4190483875 


's 9« 


= 1,2153479827 


9-. 


=85,9170288328 


'g9>. 


= 1,9340797554 


9, 


=531,9212213843 


'gy. 


=2,7258473174 


9r 


=3809,3655785229 


's 9t 


=3,5808526531 


<Ps 


=31006,8458495675 


'gy» 


=4,4914375901 



Vermöge der Werthe von 9)_i, g>Q ersieht man aus der Reduktionsgleichung a), 
dass alle folgenden Integrale 9)^, 9)2 * * *7n positive Werthe haben. In Beziehung 

auf das Integral | e"v"*"7J.rfj5 ist zu bemerken, dass man dasselbe für jeden 

positiven reellen Werth von x nach dem Taylor'schen Satze in eine convergente 
Reihe entwickeln kann. — Man hat nämlich nach Taylor, wenn man das Integral 

I e"\ "*"«/.cte mit f{x) und die einzelnen DtfTerentialquotienten der Reihe nach 

mit /<*)(x), f(^Hx), f(^){x) p'ix) bezeichnet: 

t/o 

wobei /?n=r(^+^Ä).^; {0<&<\).... Nun ist f(9){x) = {-i)^,ie'i^'^^) .^. 

Bezeichnet man nun das letztere Integral mit q>^^\ setzt man sodann a;=4 und 
A=a;— 1, so kommt: 

|e-('+T).d^=9.(1)-r/,.(1)(.T-1)+9.(l).^'-9.,{1).'-^' 
+ ...{-1)»-.g>„_.(1).^(^"jfl + (-l)».y„(1+^{a:-1)).^"... 



•^V«« 
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Substiluirt man aber in dem Integral ie ^*"*"*^**^» 7" stall ä, so wird: 

I e"v "*"*). -| = I c"v "*"*/. J59"*.dÄ=i^^_, , wobei also, nach der obigen Be- 
Jo\ t/0 

merkung, sammtliche i//„ , t/'. ^ , . . . t/;^ . . . . positiv und endlich bleiben. 

Demnach hat man* 

f:-(-T).d,=v.-v-.-(-^)+v.-^-v..^ , 

Ja _ J 

+ ....{-l)«-*.Vn-.-^^^^+(-<r.V„-.0+^(<r-1)).^ ' 

Nun ist aber, zufolge der Bedeutung des bestimmten Integrals, da innerhalb der 
Gränzen die Funktion stetig bleibt, für ein positives ganzes n offenbar : 

so dass die obige Beihe convQrgirt, wenn die Beihe 



V'o-V'..(--^)H-V'o^^-r(2).i^Vr^^^ 



oderV^,~V^_,.(a:-1)+V',. ^^ ^3 . 3^ ^^ _ ^^-^ ... 

oonvergent bleibt. Diese aber convergirt für jeden Werth von a?, wenn o;— 4 
positiv bleibt, in Folge des festgestellten Zeichenwechsels der Beihe, und fUr 
(x— 1) negativ, aus bekannten GrUnden ebenfalls. Somit kann man die oben 
gegebene Taylor'sche Beihe ins Unendliche forlsetzen, und man hat, wenn wieder 
die yj durch die früher ermittelten g> ersetzt werden: 

Ganz eben so findet man : 

t/o 
welche ebenfalls, jedoch etwas langsamer, convergirt. 

Obgleich diese beiden Beihen für jeden positiven reellen Werth von x con- 
vergiren, so ist ihre Anwendung jedoch nur dann vortheilhaft, wenn(cc— 4)<4 ist. 
Dasselbe gilt, wie man aus den Werthen von 9o ) 9^1 • * • 9n* • • erkennt, auch 



von der Reihe 7) des vorigen §., durch welche 1 ""^i — gefunden werden kann, 



r 

I . I sin Zbx.d 
welche I — , , a 

•^0 
das Integral 1 c"(^"^'S').^ und | e"r"*"^).-^- kennt. Man kann 

*/0 ^ t/0 

in solchen Fällen, wo 6 nicht sehr von der Einheit verschieden ist, durch stufen- 

e \ » }.dz zu seinem Ziele 



wenn man 



136 

gelangen. Um z. B. I ^'"^^ zu ermitteln^ wobei also 6 = ^, käme es auf die 
Bestimmung von | e" v"*"*^),— und I e''^''*'*»K^ an. Diese wUrde man am 
bequemsten erlangen , wenn man zuerst die Integrale \e ^ ^ ^ .dz und 
\e ^ ' "T" vermittelst des Taylor'schen Satzes ermittelte, und aus ihnen 
Integrale |e V ^ ^ •^- und le ^ * * /.cb ableitete, 



wiederum die 

welche dann zu den ferneren CoefBcienten der Gleichung 7) des vorigen §. 
fuhren würden, nämlich zu 






s. w. 



§. 32. 

Eine lineare Diflferentialgleichung der zweiten Ordnung, mit beliebig aus 
Funktionen von x zusammengesetzten CoefBcienten , kann jedesmal als vollstän- 
dig integrirbar betrachtet werden , wenn man ein dieselbe befriedigendes parti- 
kuläres Integral kennt. Seien X^ , X^ , Xj^ beliebige Funktionen von x , und der 
reducirten Differentialgleichung: 

oder X^ . cPy^ -^ X^ .dy^-h X^ . y =^ , 

genüge das partikuläre Integral y^ , so dass also auch : 

ß) X, . y," + ^, . y / + X, . y, = wird. 
Man setze 

y) y='y,'fu.dx, 

wobei u eine noch zu bestimmende Funktion von x vorstellt. Differentiirt man 
die Gleichung y nach x , so kommt : 

^) y' =y/. Twcte + y^ . w 

«) y' = y/'. fudx-^iyj .u-^y^.u. 

Multiplicirt man die Gleichungen e, d, y der Reihe nach mit X^ , X^J X, , so 
ist durch Addition : 
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y".X,^y\X^^y.X,^{y:'.X,^y:.X,^y^.X,).Ju(ho 

welche Gleichung sich in Folge von a) und ß) reducirt auf: 

^0 • %i'- w + ^0 • y 1 • w' + ^1 • yi • w = . 

Hierbei ist die Trennung der Variabeln leicht zu bewerksteUigen , wenn man 
durch X^ , y^. u dividirt. Es wird: 

^J y. "*" u - - X, • 

Multiplicirt man diese Gleichung, weil y/ = ^ > ^ = -^ mit cte, so ergibt 
sich durch Integration : * 

Hieraus folgt : u = — p- , und endlich : 

-iir--^n ^J 

jl^ 

Vi 

ein parlikulSires Integral derselben ist. Dass dem so sei, ist leicht einzusehen. 
Setzt man : y^^ = y ^ .y -^ — , so ist durch DiflTerentiiren : 

y« =y* -J-tj i?: — 

Multiplicirt man diese Gleichungen der Reihe nach mit: X^, X^j X^ , so kommt 
mit Rücksicht auf die Gleichung ß : 

-X^.g>{x). ^j— -h X, . —^ = , 

welche Gleichung, weil g>'{x) =d. ( j—^ — j ^'x' '^^» ^^^^ wirklich als 

dx 
eine identische erweist. Setzt man den Ausdruck : 

so ist das Integral der Gleichung a : 

y = o.y-H6.y,, 2) 

welches in der That das vollständige ist. Dadurch ist man nun in den Stand 
gesetzt, auch das Integral der vollständigen Gleichung: 

») A^.X, H-dy^.X, +y.X. =X, 
zu finden. Man nehme für dasselbe die Form der reducirten an , indem man : 

t) y r= w . Y -^ z.y^ 
setzt, wo nun w und z noch zu bestimmende Funktionen von x sind. Differen- 
tiirt man die t) , so wird : 

y' ==to'. F-h r.w;-i-Ä.y/-hy,.y, 

48 
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und nimmt man zur Vereinfachung: 

so dass : X) y =■ Y , w -^ y^'.Zf und also femer : 

wird , so erhält man , wenn die Gleichungen i) , A) , /i) der Reihe nach mit 
Xg, A\, A'^^ muUipIicirt werden, durch Addition: 

^X,,y;,^^X^.Y,w=X,, 
welche Gleichung sich, weil y^ und F partikulare Integrale derGleichung a) sind, 
sich atlf v) X^.y^', z'-^ X^,Y', w = A, reducirt. 

Verbindet man die Gleichung v] mit der Gleichung x) , so ergibt sich : 

^^ "" " X,.{Y.y/-y,.r)' ^ " Xo'{Yy/-y,.r]' 

Beachtet man aber, dass: I =y, . I ^ 1 , so reducirt sich 

y.y/— F'.y^ . . . auf — e~^(^), so dass man endlich erhall: 

woraus sich nun das vollständige Integral der Gleichung ^) ergibt. 

y = (c,-/|^.y.e^^.tte).y.+(c.^/|i.y,.e^^.(tr).y ... 3) 

während Y=y^ . /— — ^ — und ^(x) ss 1^ ,dx der KUrze wegen steht. 

Wenn man berücksichtigt, dass -^ = gi{x)j so hat man fUr die in der 
Klammer stehenden Integrale durch theil weise Integration : 

f^.Y.e'f^,dx^fY.^.e'f^,q>\x).dx^ Y.^.e^"" '-fe9>(^),d(Y.^^ .ete, 
und eben so : 

f^^.y,.e<f^.dx=fy,.^.e9^^.(p'{x).dx = y,.^.e^^^ 

Dadurch lässt sich in der Gleichung 3) Einiges reduciren, und sie nimmt jetzt 
die Form an : 

welche Gleichung durch Ausführung der angedeuteten Operationen auch noch 
eine andere Gestalt annehmen kann. 
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§. 33. 

Obgleich das im vorhergehenden §. Mitgetheilte theoretisch nicht ohne Inter- 
esse ist, besonders wegen der Allgeraeinheit der Resultate, so durfte dessen 
praktische Bedeutung doch nur eine beschränkte und untergeordnete sein, eines- 
theils weil die Auffindung eines partikulären Integrals im Allgemeinen nur ein 
glucklicher Zufall genannt werden kann , und andemtheils , weil die Form des 

,' eine zur wirklichen numerischen 

Bestimmung meistens sehr ungünstige sein wird. ^— Allein es lässt sich eine an- 
dere Frage daran knUpfen. Kennt man nämlich zwei partikuläre Integrale einer 
Differentialgleichung zweiter Ordnung, ist man mithin im Besitze des vollstän- 
digen Integrals derselben , so kann man jedesmal durch die im vorigen §. aus- 
einandergesetzte Operation aus einem partikulären Integral ein allgemeines 
ableiten. Man erhältauf diese Weise das allgemeine Integral 3mal, mit 6 willkUhr- 
licheü Constanlen. Denkt man sich nun diesen Gonstanten solche Werthe bei- 
gelegt, dass fUr specielle Werthe von x diese Integrale einander gleich gesetzt 
werden können, so lassen sich daraus beraerkenswerthe Folgerungen ziehen Über 
die Abhängigkeit der hierbei auftretenden partikulären Formen. Ist nämlich: 
1/ = C^. [7-i- Cg.r ein allgemeines Integral einer linearen Diflerentialgleichung 

der zweiten, Ordnung, so ist auch: y^ = C^.U-^ C^.U.I- — jj^-^— ein solches 

und ebenfalls y , = C, . F -h C. . V. p'^^^'^ . 

Setzt man die beiden ersten Integrale einander gleich, so kommt, wenn man 
durch eine darin vorkommende Constante dividirt, etwa durch C^, oder, was 
auf dasselbe hinausläuft, wenn man sie gleich \ setzt und zur Abkürzung das 

— jj^ m\i Z.U bezeichnet : 
a) Cj . l/" -I- C^.F = C, . t/.Z -h l/", und durch Differentiiren nach a?, 

Bezeichnet man die Resultate der Substitution a statt x durch ^^, K^, Z^ . . . . 
so hat man femer : 

Multiplicirt man die a) mit U^ und die c) mit U^ so kommt: 

e) C,.[U,V^UV,) = C^.UU,[Z^Z,) = C,.UÜ,.Z, , 

wo nun Zg =:Z—Z^ ä I "" — -j~ — sein wird, welche Gleichung jedoch voraus- 



1 •" 



setzt, dass ^, von xssabis x = x endlich und stetig bleibe. 
Multiplicirt man ferner die b) mit U^ und die d) mit ü , so ist: 
f) c,.(r7/r-.crr/) = C,.irU,\Z,'^^.{e'^(^).U,U,'^e-^''.UU')', 

<8* 



*) 
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aus der Verbindung der Gleichungen e) und f) ergibt sich nun : 

. „ _ {U^r-UV,).{e-^'').ü,V,'-«-9«.üir) 

Fuhrt man die MuHiplicationen im Nenner aus , so ist : 

UU,.{UU,U^'V'-UU,V'V,'- VU^U.'V+UVU.'V,) 

= UU,.{U^U,'.(UV-U'V) - vv.{uj^'-uy,)) 

^uuAu.v.'.iß.d^r^-uv.ux.dqf)^ 

wobei d{U^)ci • ^(77) das vorstellt, was herauskommt, wenn nach geschehe- 
ner Differentiation in Hinsicht cc, a an die Stelle von x gesetzt wird. Demnach 

sind die Bezeichnungen iU^)xj iU^)a} ^^^ selbst klar, und man hat 

schliesslich : 

r:-.(-).^ _ j(-gX-(i)j.je-^(-).m,-e-<K«).(d:^').j 

J^ ^ {U')a,AdUX.(d^)-{U\.{dU%.d(^^)„ 

Die Symmetrie in dieser Gleichung tritt noch auffälliger hervor, weun man fol- 
gende für sich selbst verständliche Symbolik gestattet: 

Ganz auf dieselbe Weise , oder viel einfacher durch Vertauschung der Buch- 
staben , erhält man : 

U'.dv'.d^y-- 

L Kjo,ar,a 

Einige Beispiele mögen nun zur Erläuterung des Vorausgeschickten dienen. 
Sei y = I 6 ^ *K dz, so hat man durch zweimaliges DifiTerentiiren nach x : 

Jo 

oder weil - j ^'i'"^^).d(z^f) =- [r^^^^)]J= ist: 

oj.cPy^— y = 0. . w • *) 

OD 

Bezeichnet man daher das Integral \ e ^ * '.dz mit y^, und beachtet man, 












ut 

dass jetzt: X^ = a?, X^ = 0, X,=4 , so ist e~9^^ = e*=4 , und mithin das 
vollständige Integral der Gleichung 4) : 

y = a-yi + *-»i-/^ 5) 

Man kann sich aber leicht noch ein zweites partikulUres Integral der Gleichung 
verschaffen , und zwar vermittelst der Methode der unbestimmten Goefficienten 
eine unendliche , für jeden reellen Werth von x convergente Reihe , nämlich : 

(. X a^ oc^ cc^ \ «» 

^ ' (4/)«.2 "^ ^rjTi "^ mu "*" Wj^'^ • • V ' • • • 6) 

so dass nun auch : 

ein vollständiges Integral derselben ist. Man hat femer: 

^=-\e V '>'.— , und: 

di ■" ^(Ifl*^ (2/)*^ (57)'^ (4/)*^-*-* 

dl/ 

Aus den Ausdrucken fUr y^ und -^- geht aber durch eine einfache Be- 
trachtung hervor, dass sowohl o?, als auch a, nur positive, von der Null ver- 
schiedene Werlhe haben dürfen , während y, und -^ für jeden beliebigen end- 
lichen Werth von x endlich und stetig bleiben. Sind demnach a als auch x po- 
sitive , von der Null verschiedene reelle , Übrigens aber beliebige Grössen, so ist : 



f: 



^ (i:):-M: • 

/•('*A*5Äi*sÄi* ■)• [yi-oyi-di^)]';:.: 

■ J.iU /) [wM*:)-<5:)]::: 

Betrachtet man das etwas allgemeinere Integral : 

und nennt man den Ausdruck unter dem Integralzeichen q).duj so ist: 
Differentiirt man aber das vorhergehende Integral nach x , so findet man leicht : 

. 

•'0 



8) 



9) 
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Folglich ist das bestimmte Integral tu ,e ^ '^ '»du ein partikuläres Intc- 
gral der DifTerentiaigleichung : 

Man findet aussei'dem noch , dnss nicht allein : 

y» = *-*-(i£ir*i ■*" (1-a){1-a).S/ -*■ (<-a)(»-a)(3-a).3 /-*- «""^«"""^ «"«^"^ = 

y, — a; •P'***(4+a)H/ "*" (4+o)(2+a).2/ "^ (4+a)(2+a)(3+a).8/ "^ ••* j 
partikuläre Integrale derselben' sind. Die zweite dieser Reihen convergirt für 
jeden beliebigen Werth von x und a, die erste jedoch nur, wenn a eine belie- 
bige gebrochene Zahl ist, für jeden Werth von x. Ausserdem ist: 

dx i-a \ ^{^-a).iJ («-a)(3-a).2/ ^ (a-a)(3-a)(4-a).8/^ ) 
dy, fl—i ( • . fl^* . «* «* 



•^ 



dx \ ^ (1+aj.2/ ^ (4+a){2+a).3/ (1+a)(a+a){3+a).4/ 

Wie man sieht , bleiben die Differentialquotienten unter denselben Bedingungen 
stetig und convergent. Nun ist: 

, , rx,.dx r{a'-^),d.c , a-i i ^ 

so dass also : e"^^ =s x^~^ wird. Daher hat man : 

r .- Ci):(---^^o::: 

J i.'+(i::<(T/ + (i-«){j-.).w + {i-<,)(i-«)(8-«).s/+ —j J^yJ.cty».d^J^^ _^ 

fe):.(^^..4,.):: 



40) 



cfa; 



r 

Endlich kann man noch das Integral : 






nn 



£j.-.(p-..(»^-a.J 






ausdrücken, durch eine beliebige der beiden Reihen und das Inlegral: 



In Beziehung auf dies letzlere Integral 1 u^^\e''\^'^lif .du und die merk- 



*) Man bemerkt leicht, dass diese Formeln in einander übergehen , wenn man — a statt 
h« setzt. 
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würdigen, mit y^ und y^ bezeichneten Reihen, vergleiche man einen Aufsatz von 
E. E. Kummer im 17ten Bande des Journals von Grelle, Seite 228 u. ff. Setzt 
man das obige Integral = z , und bezeichnet man die erwähnten Reihen mit U 
und V, sowie ihre ersten Ableitungen nach a?, mit U\ V', so leitet Kummer 
iius der Gleichung zs^a.U-hb.V (wobei a und b die Integrationsconstanten vor- 
stellen) eine Formel ab, vermöge welcher z durch U und V ausgedrückt werden 
soll. Man ersieht aber leicht, dass jene Formel , bei der es hauptsächlich auf die 
Bestimmung Von a und b ankommt, eine unrichtige ist, indem für ccsO, . . . F' 
und js' unendlich werden, wenn a ein ächter Bruch ist^ dagegen Fund V' für 
ein grösseres a aus den Gleichungen: z^aM-hb.V und z^^a.U'-^b.V' ver- 
schwinden , so dass die Bestimmung von b auf diesem Wege unmöglich wird. 
Setzt man aber für x einen andern, hier zulässigen endlichen Werth ein, so ist 
iti Beziehung auf is nicht viel gewonnen. Noch weniger aber darf, wie dies von 
Kummer geschehen, a negativ genommen, und hernach a;=0 gesetzt werden, 
weil r[^a) oder nach Kummer's Bezeichnung iT(— o— 1) keinen endlichen 
Werth mehr hat. Demnach sind alle in jener Abhandlung auf die daselbst ste- 
hende Gleichung 12, basirten Schlüsse und Entwicklungen ohne Werth. 

Setzt man in dem allgemeinen Integral js=a. £7-1-6. F und seiner Ableitung 
z^a.U'-^b.V* für x die Einheit^ indem man die Resultate dieser Substitution 
durch j5j, a/, r/j, t/"/, Fj, F/ andeutet, so findet man leicht: 

wodurch eben J5 auf j w^~*.e~v "*"»"/. dw und j w**~ .e"\ "*"«"/. du zurück- 

geführt wird, so dass man der Aufgabe, z numerisch zu bestimmen, nur wenig 
näher gerückt ist. Man kann zwar, wie in §.31, vermittelst des Taylor' sehen 

Theorems das Integral t u^~^ .e^y'^'u) .du in eine Reihe nach den Potenzen 

von ( cc — 1 } entwickeln , die denselben Bedingungen der Convergenz unter- 
worfen ist , wie Nro. 1 des §. 31 , wobei man aber ebenfalls die Integrale 

I tt*~*.«~v "*"«/. dw und I tt^"^.6""v"*"^/.dw vertier zu ermitteln hat. Denkt 

man sich, wie in Nro. o des §.31, die Reduktionsscala aufgestellt , so lässt sich 
die nach Taylor entwickelte Reihe in zwei zerlegen, von denen die eine den 
Faktor z^ und die andere den Faktor z/ hat, so dass man setzen kann : 

z^A.z^-hB.z^', 13) 

wo nun A und B bekannte Grössen sind. Aus der Verbindung von 12 und 13 
lässt sich sodann z^ durch z^ ausdrücken, und umgekehrt, und mithin z auf ;s^ 
oder js^' allein zurückführen^ welcher Umstand von Nutzen sein könnte, wenn 



man Tafeln für J w^ \e \ "*"«/. du aufstellen würde. 



Ui 



§.34. 



Es sei ferner das Integral 1 6~^'**(ä*— r^j'^.dzÄy, und der Kürze wegen 
e""^**^. (3*— ?•*)*'* = 5P(wi), so hat man durch Differentiiren nach x: 
di/x = — n.cc'**'*.| q){m).z.dz 

(Py^ = — n.(n — 1)cc^"^.| q>{m).z.dZ'hn^.a^^~^A q>(m).z^.dz 

Differentiirt man aber den Ausdruck e"^***.(Ä*— r^)*""*'*Äy(m-i-4) nach Zy so 
kommt: ^'^^^'^^^ = — cc".5p(m-|-1) -i-2(m-|-1) .j5.g)(m), oder auch: 

!^S^!^=^q>{m).\2(m^i)z--a^ 
woraus durch Integration von r bis 00 folgt : 



f: 



r 

•^0 



d.h. also: p^"T,^ =0. 

Mit dieser Bemerkung ergibt sich aus den obigen Gleichungen : 



f: 



_ «Py» (an(m+<)-n+4) - , 

c-^"*.(3*— r*)"».(2(«n-1)3-a!».a*+ocV)dz = oder 



(8ii»+4)n+4 



/»OO 

Es ist also: y^ = I «"^'*'.(«*— r*)*",cb ein partikuläres Integral dieser Diffe- 
rentialgleichung. Sei der Kurze wegen (2m+4)n+1 = 6, so ist nach der Be- 
zeichnung des §. 32 : 

X, ^ (8m+l)«+i ^ *, und ß^ = l{x^) 

so dass nun 6~^W = -l- 05"* wird. Demnach ist nach dem vorigen §. jetzt das 
vollständige Integral der Gleichung K)\ 

l^j^^ ^J 

Es ist aber leicht einzusehen , dass auch : 

e-^*.(Ä*-r*)*».dÄ 3) 

ein partikulares Integral derselben sein muss, und folglich ist auch : 
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y = c..y. + c,.y../^. 4) 

ein zweites vollständiges Integral der Gleichung 1 ) und endlich : 

y = c.-yi -»-c.-y» s) 

ein drittes. Da man also vier partikulare Integrale der Gleichung 4 ) hat, nämlich : 
y 1» ^£1 y* ' faJ»^y )« ™^ y« ' fxUvt)^ ' ^^ ^^^ ™^^ folglich J^ = 6 verschiedene 
vollständige Integrale derselben, indem diese 4 partikulären Integrale auf so viele 
Arten zu 2 combinirt werden können. Ausserdem können die bestimmten Inte- 

/•X ^x 

g"^'®- I i und I -j- — j durch die partikulären Integrale y^ und y, nach 

Nro. 2) und 3) des vorigen §. ausgedrückt werden , vorausgesetzt, dass o und x 
von der Null verschiedene positive reelle Grössen sind. Man kann nun endlich' 
auch das vollständige Integral der Gleichung 

«Pyoj + l-c^y^- ?*-^'*-y = ö 6) 

wo 6 und fi beliebige positive Grössen sind, unter sechs verschiedenen Formen 
angeben, wenn man die Gleichung 6) mit der Gleichung i) identificirt, und 
sodann m, n, r durch 6, /u und q ausdruckt. Aus |^ = 2«— -2, q=zr.n^ und 
6 = (2m-i-1 )n-i-1 folgt aber : 

M Q 86— I*— 4 „, 

n^ifi+i;r^^;m^-j^; 7) 

die vier partikulären Integrale der Gleichung 6] sind nun : 

und y, = e---'.(.»-^) ^^^ M , . 9) 

J i_ . 

y»=y*/^' ^*=^'/^' '*> 

Für 6 = haben die Integrale , da /^"^ für ein positives /u ein ächter Bruch 

bleibt, nach einer bekannten Regel immer noch einen endlichen Werth. Für ein 

negatives b muss jener Regel zufolge der Bruch ^^i^ kleiner als die Einheit 

sein, woraus h<,\(x folgt, und somit hat man zugleich 6 allgemeine Integrale 
der Ricatischen Gleichung 

Die Gleichung 6) lässt sich für /u = 0, 6 = — 2, wobei sie die Form annimmt : 

aj.d*ya5 — 2(tya? — ?*-^y = Ö 44) 

vermittelst der Methode der unbestimmten Coefficienten leicht in Reihen inte- 
griren, die für jeden Werth von x und q convergiren. Bezeichnet man die Inte- 

19 
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grationscoDSlantcn mit A und B , so findet man für das allgemeine Integral der 
Gleichung 11): 

y = ^-P"VTT"^4T4"*"r2T8T6"^4.2.3.4.5.6.8"^----;j ) .^. 

-t-XJ-ac . |1-l-^ 2 5 ^4.2.4.5.7 ^4.8.4.6.6.7.9 ^ 4.2.4.5.6 7.8.9.44 ^"\ ^ 

Bezeichnet man die in den Klammern stehende Reihen bezüglich mit U und F, 
so findet nwn, dass sowohl U ah auch V.cc^ ein partikulares Integral der Glei- 
chung ii ist. Beachtet man ferner, dass nach der Bezeichnung des vorigen §. 

A:,= — 2, X^ = Xj also: C^.dx^ f^^^^ = --2Ao^(x)=\ofi(^ ist, so kann 
man jetzt die bestimmten Integrale: 1 , , und 1 J^, durch die Reihen Uund 



mX ^J} 

Ja Ja- 



F ausdrücken, nämlich: 

X 



r 

fe- (7^):-(^-<''-^));;} (^■»^■''(^'^)-<r^)L";i ••••"I 

wobei a und x positive, von der Null verschiedene, übrigens aber beliebige 
reelle Grössen sein müssen. 

In Beziehung auf die Gleichung \ \ muss noch bemerkt werden , dass die 
partikulären Integrale 8 und 9 der Gleichung 6 für |U=0, 6=— 8, nicht mehr 
Integrale der Gleichung W sein können, indem sie für diese Annahme von 6 und 

(X die Form erhallen: I e"^*. («*— ?*) .da und I e-^*.(a*— g*) .djs, welche 

Jq J -^q 

Integrale keinen endlichen Werth mehr haben. 
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